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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 5       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 54 p , p2  и 3p  являются 
соответственно первым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

 

2. Найдите значение выражения 
24

13sin
24

19sin
24

11cos
24
5cos 4444 

 . 

 
3. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 

8,7,6,5,4,3,2,1,0  (цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 
45. Сколькими способами это можно сделать? 

 
4. Решите систему уравнений 













.
2

2742

,
2
722

22 yyxx

yyxx
 

 
5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

42
,03229  

имеет ровно три решения. 
 

6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника NPQ  с основанием NQ  описана 
окружность  . Точка F  – середина дуги PN , не содержащей точки Q . Известно, что 

расстояния от точки F  до прямых PN  и QN , равны соответственно 5 и 
3
20 . Найдите радиус 

окружности   и площадь треугольника NPQ . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 6       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа |8| p , 12 p  и 54 p  являются 
соответственно первым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

 

2. Найдите значение выражения 
24

23cos
24

19sin
24
5cos

24
sin 4444 

 . 

 
3. В числе *0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 10-значное число делилось на 18. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
4. Решите систему уравнений 











.14493
,1233

22 xxyy

xxyy  

 
5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

45
,0123124  

имеет ровно три решения. 
 

6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника FKT  с основанием KT  описана 
окружность  . Точка M  – середина дуги FT , не содержащей точки K . Известно, что 

расстояния от точки M  до прямых KT  и FT , равны соответственно 
5
9  и 1. Найдите радиус 

окружности   и площадь треугольника FKT . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 7       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 109 p , p3  и 8p  являются 
соответственно первым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

 

2. Найдите значение выражения 
24

19cos
24

17sin
24
7cos

24
5sin 4444 

 . 

 
3. В числе *0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 10-значное число делилось на 45. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
4. Решите систему уравнений 











.329324
,53322

22 yyxx

yyxx  

 
5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

53
,062310  

имеет ровно три решения. 
 

6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника ABC  с основанием BC  описана 
окружность  . Точка T  – середина дуги AC , не содержащей точки B . Известно, что расстояния 
от точки T  до прямых AC  и BC , равны соответственно 3 и 7. Найдите радиус окружности   и 
площадь треугольника ABC . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 8       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа |3| p , 13 p  и 109 p  являются 
соответственно первым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

 

2. Найдите значение выражения 
24

13cos
24

17sin
24

11sin
24
7cos 4444 

 . 

 
3. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 

9,8,7,6,5,4,3,2,1  (цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось 
на 18. Сколькими способами это можно сделать? 

 
4. Решите систему уравнений 











.3639
,633

22 yyxx

yyxx  

 
5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

25
,0133112  

имеет ровно три решения. 
 

6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника CLE  с основанием LE  описана 
окружность  . Точка N  – середина дуги CE , не содержащей точки L . Известно, что расстояния 
от точки N  до прямых CE  и EL , равны соответственно 6 и 9. Найдите радиус окружности   и 
площадь треугольника CLE . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 17       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 2p , p2  и p3  являются 
соответственно первым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

 
2. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

2222 12166616 yxxxyxx  , и найдите площадь полученной фигуры. 

 
3. Найдите значение выражения  20sin420tg  . 

 
4. В числе **02****2016  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 15. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
5. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 













.843

,022

422 yyx
x
yxyy  

 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника NPQ  с основанием NQ  описана 

окружность  . Расстояние от середины дуги PN , не содержащей точки Q , до стороны PN  
равно 4, а расстояние от середины дуги QN , не содержащей точки P , до стороны QN  равно 4,0 . 
Найдите радиус окружности   и площадь треугольника NPQ . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 18       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 12p , p2  и 5p  являются 
соответственно первым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

 
2. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

2222 916889 yxyyyxy  , и найдите площадь полученной фигуры. 

 
3. Найдите значение выражения  40tg40sin4  . 

 
4. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 6. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
5. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 













.82

,0623

422 xyx
y
xxyx

 

 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника ADE  с основанием AD  описана 

окружность  . Расстояние от середины дуги DE , не содержащей точки A , до стороны DE  

равно 5, а расстояние от середины дуги AD , не содержащей точки E , до стороны AD  равно 
3
1 . 

Найдите радиус окружности   и площадь треугольника ADE . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 19       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 2p , p3  и p8  являются 
соответственно первым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

 
2. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

yyxyyyx 49229 2222  , и найдите площадь полученной фигуры. 

 
3. Найдите значение выражения  70cos470ctg  . 

 
4. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 15. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
5. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 













.182

,0242

2422 yyxx
y
xxyx

 

 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника BCD  с основанием CD  описана 

окружность  . Расстояние от середины дуги BD , не содержащей точки C , до стороны BD  
равно 3, а расстояние от середины дуги CD , не содержащей точки B , до стороны CD  равно 5,0 . 
Найдите радиус окружности   и площадь треугольника BCD . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 20       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 8p , p3  и 7p  являются 
соответственно первым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

 
2. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

2222 44224 yxxxyxx  , и найдите площадь полученной фигуры. 

 
3. Найдите значение выражения  50cos450ctg  . 

 
4. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 6. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
5. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 













.281

,0263

2422 yyxx

xy
x
yy  

 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника AMT  с основанием MT  описана 

окружность  . Расстояние от середины дуги AT , не содержащей точки M , до стороны AT  
равно 3, а расстояние от середины дуги MT , не содержащей точки A , до стороны MT  равно 6,1 . 
Найдите радиус окружности   и площадь треугольника AMT . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 
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10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 29       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Известно, что     02tg
2
5tg2tg   , 

2
1tg  . Найдите ctg . 

 
2. Решите неравенство 

28228 2  xxxxxx . 
 

3. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  
(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 75. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
4. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

120815120815  yxyx , и найдите площадь полученной фигуры. 
 

5. Решите систему уравнений 











.03022
,01022

2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

 
6. Равнобедренный треугольник ABC  с основанием BC  вписан в окружность  . Хорды LM  и 

PQ , параллельные прямой BC , пересекают сторону AB  в точках D  и T  соответственно,  и при 
этом TBDTAD  . Найдите радиус окружности   и площадь треугольника ABC , если 

3
10

LM , 
3
262

PQ , а центр O  окружности   расположен между прямыми LM  и PQ . 
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БИЛЕТ 30       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Известно, что   0tg2tg62tg   , 2tg  . Найдите ctg . 
 

2. Решите неравенство 
xxxxxx 4324294 2  . 

 
3. В числе *02*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 12. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
4. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

48434843  yxyx , и найдите площадь полученной фигуры.  
 

5. Решите систему уравнений 











.0333
,0133

2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

 
6. Равнобедренный треугольник PQT  с основанием PQ  вписан в окружность  . Хорды AB  и CD , 

параллельные прямой PQ , пересекают сторону QT  в точках L  и M  соответственно,  и при этом 

MTLMQL  . Найдите радиус окружности   и площадь треугольника PQT , если 142AB , 
112CD , а центр O  окружности   расположен между прямыми AB  и CD . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
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БИЛЕТ 31       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Известно, что     02tg4tg22tg   , 
3
1tg  . Найдите ctg . 

 
2. Решите неравенство 

xxxxxx 218202  . 
 

3. В числе *07*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 7,6,5,4,2,0  
(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 75. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
4. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

6012560125  yxyx , и найдите площадь полученной фигуры. 
 

5. Решите систему уравнений 











.04833
,02433

2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

 
6. Равнобедренный тупоугольный треугольник PQT  с основанием PT  вписан в окружность  . 

Хорды AB  и CD , параллельные прямой PT , пересекают сторону QT  в точках K  и L  
соответственно,  и при этом LTKLQK  . Найдите радиус окружности   и площадь 
треугольника PQT , если 662AB , 1142CD . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
10 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 32       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Известно, что   0tg42tg42tg   , 3tg  . Найдите ctg . 
 

2. Решите неравенство 
xxxxxx 4124254 2  . 

 
3. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 12. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
4. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

24342434  yxyx , и найдите площадь полученной фигуры. 
 

5. Решите систему уравнений 











.01555
,0355

2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

 
6. Равнобедренный треугольник ABC  с основанием AC  вписан в окружность  . Хорды DN  и 

LT , параллельные прямой AC , пересекают сторону BC  в точках F  и H  соответственно,  и при 
этом HCFHBF  . Найдите радиус окружности   и площадь треугольника ABC , если 

302DN , 422LT , а центр O  окружности   расположен между прямыми LT  и AC . 
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1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 54 p , p2  и 3p  являются соответственно первым, 

вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

Ответ: 1p , 
8

15
p . 

Решение. Для того, чтобы указанные числа являлись последовательными членами геометрической прогрессии 

необходимо и достаточно, чтобы они были ненулевыми и     3542 2  ppp . При 3p  получаем 

15744 22  ppp , откуда 
7

15
p  (не подходит). Если 3p , то 15744 22  ppp , 01578 2  pp , 

следовательно, 1p  или 
8

15
p  (оба корня подходят). 

 

2. Найдите значение выражения 
24

13
sin

24

19
sin

24

11
cos

24

5
cos 4444 

 . 

Ответ: 
2

3
. 

Решение. С помощью формул приведения (    sinsin  ) данное выражение можно переписать в виде 

24

11
sin

24

5
sin

24

11
cos

24

5
cos 4444 

 . Далее заметим, что 

     

  .4cos
4

1

4

3
4cos1

4

1
12sin

2

1
1

cossin2
2

1
sincoscossin2sincossin2cossincos

2

222222422444








 

Тогда получаем 
2

3

6

11
cos

4

1

4

3

6

5
cos

4

1

4

3



. 

 
3. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  (цифры 

могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 45. Сколькими способами это можно 
сделать? 

Ответ: 13122. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 45, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 9. Для 

того чтобы выполнилась делимость на 5, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 5 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на девять, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это мож-
но сделать 9999   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 9. 
Поскольку данные цифры дают все возможные остатки от деления на 9 ( 8,,2,1,0  ), и при этом каждый оста-
ток встречается ровно 1 раз, то последнюю цифру можно выбрать одним способом. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 13122199992   способа. 
 

4. Решите систему уравнений 












.
2

27
42

,
2

7
22

22 yyxx

yyxx
 

Ответ: 







8

17
;

4

19
. 

Решение. Обозначим uyx  2 , vyx  2 . Тогда система принимает вид 
















 
















.
2

27

2

7

,
2

7

2

27

,
2

7

2222 uuu

uv

uvu

vu
 

Из второго уравнения последней системы следует, что 02792 23  uu . Подбирая целый корень 3u  и выде-

ляя множитель  3u  в левой части последнего уравнения, получаем    09323 2  uuu , откуда 3u  или 

2

9
u . Значение 

2

9
u  не подходит. При 3u  получаем 

2

1
v . Тогда 
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






































.
8

17

,
4

19

2

17
4

,
2

19
2

2

1
2

,92

y

x

y

x

yx

yx
 

 
5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

42

,03229
 

имеет ровно три решения. 

Ответ: 9a , 15423 a . 

Решение. Первое уравнение данной системы равносильно совокупности двух уравнений 229  xy  и 

322  yx . Первое из них задаёт квадрат G  с центром  9;2  , диагонали которого равны 4 и параллельны 

осям координат. Второе задаёт окружность S  с центром  0;0  радиуса 3 . 

Второе уравнение исходной системы при 0a  задаёт окружность   с центром  4;2   радиуса aR   (при 

0a  пустое множество, при 0a  одну точку – в этих случаях трёх решений быть не может). 

Окружность   имеет с окружностью S  одну общую точку при 320 R , две общие точки при 

 320;320 R  и ни одной общей точки при остальных R . 

Окружность   имеет с квадратом G  одну общую точку при 3R  или 7R , две общие точки при  7;3R  и ни 
одной общей точки при остальных R . 

Для того чтобы у системы было три решения, необходимо и достаточно, чтобы окружность   имела две общие 
точки с квадратом G  и одну общую точку с окружностью S  или наоборот. Рассмотрим значения R , при ко-
торых окружность   имеет с квадратом G  или окружностью S  ровно одну общую точку. 

1) 320 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и две общие точки с квадратом G  (т.к. 

73203  ), т.е. у системы 3 решения. 

2) 320 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и нет общих точек с квадратом G  (т.к. 

3320  ), т.е. у системы 1 решение. 
3) 3R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и две общие точки с окружностью S  (т.к. 

3203320  ), т.е. у системы 3 решения. 

4) 7R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и нет общих точек с окружностью S  (т.к. 3207  ), 
т.е. у системы 1 решение. 

Итак, подходят 3R  и 320 R . Тогда 9a  и 15423 a . 
 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника NPQ  с основанием NQ  описана окружность  . Точка 

F  – середина дуги PN , не содержащей точки Q . Известно, что расстояния от точки F  до прямых PN  и QN , 

равны соответственно 5 и 
3

20
. Найдите радиус окружности   и площадь треугольника NPQ . 

Ответ: 
9

3535
,6  SR . 

Решение. Пусть O  – центр окружности, G  – точка пересечения отрезков OF  и NP  (тогда G  – середина NP  и 
при этом NPOG  ); PH  – высота треугольника ( PHO ), FD  – перпендикуляр, опущенный из точки F  на 
прямую NQ , OJ  – перпендикуляр, опущенный из точки O  на прямую FD . Обозначим радиус окружности 

через R , угол NPH  через  . 

Тогда  sinsin ROPOG  , sinRROGOFFG  ,  sinsin ROFFJ  . Поскольку треугольник OPN  

равнобедренный ( ROPON  ), то  OPNONP , и по теореме о внешнем угле треугольника 

2NOH . Значит,  2cos2cos RONOH  , 2cosROHDJ   ( JDHO  – прямоугольник). Тогда 

       sin21sin1sin2sin12cossin 2  RRRJDFJFD . 

По условию   5sin1  R ,   
3

20
sin21sin1  R . Разделив второе уравнение на первое, получаем 

3

4
sin21   , 

6

1
sin  ; тогда 6

sin1

5






R . 
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Находим площадь S  треугольника NPQ : 

   
9

3535

216

3535

6

1
364cossin42sincos22sin2cos 3222   RRRRRPHOHNOPHNHS . 
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1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа |8| p , 12 p  и 54 p  являются соответственно пер-
вым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

Ответ: 1p , 
8

39
p . 

Решение. Для того, чтобы указанные числа являлись последовательными членами геометрической прогрессии 

необходимо и достаточно, чтобы они были ненулевыми и     85412 2  ppp . При 8p  получаем 

40274144 22  pppp , откуда 
23

41
p  (не подходит). Если 8p , то 40274144 22  pppp , 

039318 2  pp , следовательно, 1p  или 
8

39
p  (оба корня подходят). 

 

2. Найдите значение выражения 
24

23
cos

24

19
sin

24

5
cos

24
sin 4444 

 . 

Ответ: 
2

3
. 

Решение. С помощью формул приведения (    sinsin  ) данное выражение можно переписать в виде 

24
sin

24

5
sin

24

5
cos

24
sin 4444 

 . Далее заметим, что 

     

  .4cos
4

1

4

3
4cos1

4

1
12sin

2

1
1

cossin2
2

1
sincoscossin2sincossin2cossincos

2

222222422444








 

Тогда получаем 
2

3

6

5
cos

4

1

4

3

6
cos

4

1

4

3



. 

 
3. В числе *0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  (цифры мо-

гут повторяться) так, чтобы полученное 10-значное число делилось на 18. Сколькими способами это можно 
сделать? 

Ответ: 3645. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 18, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 9. Для 

того чтобы выполнилась делимость на 2, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0, 2, 4, 6 или 8 (5 способов). 

Чтобы обеспечить делимость на девять, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно 
сделать 999   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 9. По-
скольку данные цифры дают все возможные остатки от деления на 9 ( 8,,2,1,0  ), и при этом каждый остаток 
встречается ровно 1 раз, то последнюю цифру можно выбрать одним способом. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 364519995   способов. 
 

4. Решите систему уравнений 









.14493

,1233
22 xxyy

xxyy
 

Ответ:   





 12;

3

4
,72;24 .  

Решение. Обозначим uxy  3 , vxy  3 . Тогда система принимает вид 

 














.14412

,12

144

,12
2222 uuu

uv

uvu

vu
 

Из второго уравнения последней системы следует, что 014413 23  uu . Подбирая целый корень 4u  и выде-

ляя множитель  4u  в левой части последнего уравнения, получаем    03694 2  uuu , откуда 3u , 

4u  или 12u . Значение 3u  не подходит. При 4u  получаем 8v . Тогда 

























.12

,
3

4

86

,242

83

,163

y

x
x

y

xy

xy
 

При 12u  получаем 0v . Тогда 
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






















.72

,24

1446

,1442

03

,1443

y

x

x

y

xy

xy
 

 
5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

45

,0123124
 

имеет ровно три решения. 

Ответ: 16a , 123453 a . 

Решение. Первое уравнение данной системы равносильно совокупности двух уравнений 3124  xy  и 

1222  yx . Первое из них задаёт квадрат G  с центром  4;12 , диагонали которого равны 6 и параллельны 

осям координат. Второе задаёт окружность S  с центром  0;0  радиуса 32 . 

Второе уравнение исходной системы при 0a  задаёт окружность   с центром  4;5  радиуса aR   (при 

0a  пустое множество, при 0a  одну точку – в этих случаях трёх решений быть не может). 

Окружность   имеет с окружностью S  одну общую точку при 3241 R , две общие точки при 

 3241;3241 R  и ни одной общей точки при остальных R . 

Окружность   имеет с квадратом G  одну общую точку при 4R  или 10R , две общие точки при  10;4R  и 
ни одной общей точки при остальных R . 

Для того чтобы у системы было три решения, необходимо и достаточно, чтобы окружность   имела две общие 
точки с квадратом G  и одну общую точку с окружностью S  или наоборот. Рассмотрим значения R , при ко-
торых окружность   имеет с квадратом G  или окружностью S  ровно одну общую точку. 

1) 3241 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и две общие точки с квадратом G  (т.к. 

1032414  ), т.е. у системы 3 решения. 

2) 3241 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и нет общих точек с квадратом G  (т.к. 

43241  ), т.е. у системы 1 решение. 
3) 4R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и две общие точки с окружностью S  (т.к. 

324143241  ), т.е. у системы 3 решения. 

4) 10R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и нет общих точек с окружностью S  (т.к. 324110  ), 
т.е. у системы 1 решение. 

Итак, подходят 4R  и 3241 R . Тогда 16a  и 123453 a . 
 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника FKT  с основанием KT  описана окружность  . Точка 

M  – середина дуги FT , не содержащей точки K . Известно, что расстояния от точки M  до прямых KT  и 

FT , равны соответственно 
5

9
 и 1. Найдите радиус окружности   и площадь треугольника FKT . 

Ответ: 
325

756
,

3

5
 SR . 

Решение. Пусть O  – центр окружности, G  – точка пересечения отрезков OM  и FT  (тогда G  – середина FT  и 
при этом FTOG  ); FH  – высота треугольника ( FHO ), MQ  – перпендикуляр, опущенный из точки M  на 

прямую KT , OJ  – перпендикуляр, опущенный из точки O  на прямую MQ . Обозначим радиус окружности 

через R , угол TFH  через  . 

Тогда  sinsin ROFOG  , sinRROGOMGM  ,  sinsin ROMJM  . Поскольку треугольник OFT  

равнобедренный ( ROTOF  ), то  OFTOTF , и по теореме о внешнем угле треугольника 

2TOH . Значит,  2cos2cos ROTOH  , 2cosROHJQ   ( JQHO  – прямоугольник). Тогда 

       sin21sin1sin2sin12cossin 2  RRRJQMJMQ . 

По условию   1sin1  R ,   
5

9
sin21sin1  R . Разделив второе уравнение на первое, получаем 

5

9
sin21   , 

5

2
sin  ; тогда 

3

5

sin1

1






R . 

Находим площадь S  треугольника FKT : 
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   
325

756

125

2121

5

2

9

25
4cossin42sincos22sin2cos 3222   RRRRRHTOHFOHTFHS . 
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1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 109 p , p3  и 8p  являются соответственно первым, 

вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

Ответ: 1p , 
9

40
p . 

Решение. Для того, чтобы указанные числа являлись последовательными членами геометрической прогрессии 

необходимо и достаточно, чтобы они были ненулевыми и     81093 2  ppp . При 8p  получаем 

806299 22  ppp , откуда 
31

40
p  (не подходит). Если 8p , то 806299 22  ppp , 

040319 2  pp , следовательно, 1p  или 
9

40
p  (оба корня подходят). 

 

2. Найдите значение выражения 
24

19
cos

24

17
sin

24

7
cos

24

5
sin 4444 

 . 

Ответ: 
4

3

2

3
 . 

Решение. С помощью формул приведения (    sinsin  ) данное выражение можно переписать в виде 

24

5
cos

24

7
sin

24

7
cos

24

5
sin 4444 

 . Далее заметим, что 

     

  .4cos
4

1

4

3
4cos1

4

1
12sin

2

1
1

cossin2
2

1
sincoscossin2sincossin2cossincos

2

222222422444








 

Тогда получаем 
4

3

2

3

6

7
cos

4

1

4

3

6

5
cos

4

1

4

3



. 

 
3. В числе *0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  (цифры мо-

гут повторяться) так, чтобы полученное 10-значное число делилось на 45. Сколькими способами это можно 
сделать? 

Ответ: 1458. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 45, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 9. Для 

того чтобы выполнилась делимость на 5, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 5 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на девять, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно 
сделать 999   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 9. По-
скольку данные цифры дают все возможные остатки от деления на 9 ( 8,,2,1,0  ), и при этом каждый остаток 
встречается ровно 1 раз, то последнюю цифру можно выбрать одним способом. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 145819992   способов. 
 

4. Решите систему уравнений 









.329324

,53322
22 yyxx

yyxx
 

Ответ: 







2

5
;

4

17
. 

Решение. Обозначим uyx  32 , vyx  32 . Тогда система принимает вид 

 














.325

,5

32

,5
2222 uuu

uv

uvu

vu
 

Из второго уравнения последней системы следует, что 0326 23  uu . Подбирая целый корень 2u  и выде-

ляя множитель  2u  в левой части последнего уравнения, получаем    01682 2  uuu , откуда 2u  

или 4u . Значение 2u  не подходит. При 4u  получаем 1v . Тогда 





























.
2

5

,
4

17

156

,174

132

,1632

y

x

y

x

yx

yx
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5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

53

,062310
 

имеет ровно три решения. 

Ответ: 49a , 51440 a . 

Решение. Первое уравнение данной системы равносильно совокупности двух уравнений 2310  xy  и 

622  yx . Первое из них задаёт квадрат G  с центром  10;3 , диагонали которого равны 4 и параллельны 

осям координат. Второе задаёт окружность S  с центром  0;0  радиуса 6 . 

Второе уравнение исходной системы при 0a  задаёт окружность   с центром  5;3  радиуса aR   (при 

0a  пустое множество, при 0a  одну точку – в этих случаях трёх решений быть не может). 

Окружность   имеет с окружностью S  одну общую точку при 634 R , две общие точки при 

 634;634 R  и ни одной общей точки при остальных R . 

Окружность   имеет с квадратом G  одну общую точку при 3R  или 7R , две общие точки при  7;3R  и ни 
одной общей точки при остальных R . 

Для того чтобы у системы было три решения, необходимо и достаточно, чтобы окружность   имела две общие 
точки с квадратом G  и одну общую точку с окружностью S  или наоборот. Рассмотрим значения R , при ко-
торых окружность   имеет с квадратом G  или окружностью S  ровно одну общую точку. 

1) 634 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и две общие точки с квадратом G  (т.к. 

76343  ), т.е. у системы 3 решения. 

2) 634 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и нет общих точек с квадратом G  (т.к. 

7634  ), т.е. у системы 1 решение. 
3) 7R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и две общие точки с окружностью S  (т.к. 

6347634  ), т.е. у системы 3 решения. 

4) 3R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и нет общих точек с окружностью S  (т.к. 6343  ), 
т.е. у системы 1 решение. 

Итак, подходят 7R  и 634 R . Тогда 49a  и 51440 a . 
 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника ABC  с основанием BC  описана окружность  . Точка 

T  – середина дуги AC , не содержащей точки B . Известно, что расстояния от точки T  до прямых AC  и BC , 
равны соответственно 3 и 7. Найдите радиус окружности   и площадь треугольника ABC . 

Ответ: 540,9  SR . 

Решение. Пусть O  – центр окружности, G  – точка пересечения отрезков OT  и AC  (тогда G  – середина AC  и 
при этом ACOG  ); AH  – высота треугольника ( AHO ), TQ  – перпендикуляр, опущенный из точки T  на 

прямую BC , OJ  – перпендикуляр, опущенный из точки O  на прямую TQ . Обозначим радиус окружности че-

рез R , угол CAH  через  . 

Тогда  sinsin ROAOG  , sinRROGOTGT  ,  sinsin ROTJT  . Поскольку треугольник OAC  

равнобедренный ( ROCOA  ), то  OACOCA , и по теореме о внешнем угле треугольника 

2COH . Значит,  2cos2cos ROCOH  , 2cosROHJQ   ( JQHO  – прямоугольник). Тогда 

       sin21sin1sin2sin12cossin 2  RRRJQTJTQ . 

По условию   3sin1  R ,    7sin21sin1  R . Разделив второе уравнение на первое, получаем 

3

7
sin21   , 

3

2
sin  ; тогда 9

sin1

3






R . 

Находим площадь S  треугольника ABC : 

    540
27

55

3

2
814cossin42sincos22sin2cos 3222   RRRRRHCOHAOHCAHS . 
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1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа |3| p , 13 p  и 109 p  являются соответственно пер-
вым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 

Ответ: 1p , 
18

29
p . 

Решение. Для того, чтобы указанные числа являлись последовательными членами геометрической прогрессии 

необходимо и достаточно, чтобы они были ненулевыми и     310913 2  ppp . При 3p  получаем 

30179169 22  pppp , откуда 
23

31
p  (не подходит). Если 3p , то 30179169 22  pppp , 

0291118 2  pp , следовательно, 1p  или 
18

29
p  (оба корня подходят). 

 

2. Найдите значение выражения 
24

13
cos

24

17
sin

24

11
sin

24

7
cos 4444 

 . 

Ответ: 
2

3
. 

Решение. С помощью формул приведения (    sinsin  ) данное выражение можно переписать в виде 

24

13
cos

24

7
sin

24

13
sin

24

7
cos 4444 

 . Далее заметим, что 

     

  .4cos
4

1

4

3
4cos1

4

1
12sin

2

1
1

cossin2
2

1
sincoscossin2sincossin2cossincos

2

222222422444








 

Тогда получаем 
2

3

6

13
cos

4

1

4

3

6

7
cos

4

1

4

3



. 

 
3. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,6,5,4,3,2,1  (цифры 

могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 18. Сколькими способами это можно 
сделать? 

Ответ: 26244. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 18, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 9. Для 

того чтобы выполнилась делимость на 2, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 2, 4, 6 или 8 (4 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на девять, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это мож-
но сделать 9999   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 9. 
Поскольку данные цифры дают все возможные остатки от деления на 9 ( 8,,2,1,0  ), и при этом каждый оста-
ток встречается ровно 1 раз, то последнюю цифру можно выбрать одним способом. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 26244199994   способов. 
 

4. Решите систему уравнений 









.3639

,633
22 yyxx

yyxx
 

Ответ:    18;6,3;2  . 

Решение. Обозначим uyx 3 , vyx 3 . Тогда система принимает вид 

 














.366

,6

36

,6
2222 uuu

uv

uvu

vu
 

Из второго уравнения последней системы следует, что 0367 23  uu . Подбирая целый корень 2u  и выде-

ляя множитель  4u  в левой части последнего уравнения, получаем    01892 2  uuu , откуда 2u , 

3u  или 6u . Значение 2u  не подходит. При 3u  получаем 3v . Тогда 
























.3

,2

126

,62

33

,93

y

x

x

y

yx

yx
 

При 6u  получаем 0v . Тогда 
























.18

,6

366

,362

03

,363

y

x

x

y

yx

yx
 



“Физтех–2016”, математика, решение билета 8 

© МФТИ, 2016 

 
5. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

25

,0133112
 

имеет ровно три решения. 

Ответ: 9a , 377242 a . 

Решение. Первое уравнение данной системы равносильно совокупности двух уравнений 3112  xy  и 

1322  yx . Первое из них задаёт квадрат G  с центром  2;11  , диагонали которого равны 6 и параллельны 

осям координат. Второе задаёт окружность S  с центром  0;0  радиуса 13 . 

Второе уравнение исходной системы при 0a  задаёт окружность   с центром  2;5   радиуса aR   (при 

0a  пустое множество, при 0a  одну точку – в этих случаях трёх решений быть не может). 

Окружность   имеет с окружностью S  одну общую точку при 1329 R , две общие точки при 

 1329;1329 R  и ни одной общей точки при остальных R . 

Окружность   имеет с квадратом G  одну общую точку при 3R  или 9R , две общие точки при  9;3R  и ни 
одной общей точки при остальных R . 

Для того чтобы у системы было три решения, необходимо и достаточно, чтобы окружность   имела две общие 
точки с квадратом G  и одну общую точку с окружностью S  или наоборот. Рассмотрим значения R , при ко-
торых окружность   имеет с квадратом G  или окружностью S  ровно одну общую точку. 

1) 1329 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и две общие точки с квадратом G  (т.к. 

913293  ), т.е. у системы 3 решения. 

2) 1329 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и нет общих точек с квадратом G  (т.к. 

31329  ), т.е. у системы 1 решение. 
3) 3R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и две общие точки с окружностью S  (т.к. 

132931329  ), т.е. у системы 3 решения. 

4) 9R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и нет общих точек с окружностью S  (т.к. 13299  ), 
т.е. у системы 1 решение. 

Итак, подходят 3R  и 1329 R . Тогда 9a  и 377242 a . 
 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника CLE  с основанием LE  описана окружность  . Точка 

N  – середина дуги CE , не содержащей точки L . Известно, что расстояния от точки N  до прямых CE  и EL , 
равны соответственно 6 и 9. Найдите радиус окружности   и площадь треугольника CLE . 

Ответ: 1515,8  SR . 

Решение. Пусть O  – центр окружности, G  – точка пересечения отрезков ON  и CE  (тогда G  – середина CE  и 
при этом CEOG  ); CH  – высота треугольника ( CHO ), NQ  – перпендикуляр, опущенный из точки N  на 

прямую EL , OJ  – перпендикуляр, опущенный из точки O  на прямую NQ . Обозначим радиус окружности 

через R , угол ECH  через  . 

Тогда  sinsin ROCOG  , sinRROGONGN  ,  sinsin RONJN  . Поскольку треугольник OCE  

равнобедренный ( ROCOE  ), то  OCEOEC , и по теореме о внешнем угле треугольника 

2EOH . Значит,  2cos2cos ROEOH  , 2cosROHJQ   ( JQHO  – прямоугольник). Тогда 

       sin21sin1sin2sin12cossin 2  RRRJQNJNQ . 

По условию   6sin1  R ,    9sin21sin1  R . Разделив второе уравнение на первое, получаем 

2

3
sin21   , 

4

1
sin  ; тогда 8

sin1

6






R . 

Находим площадь S  треугольника CLE : 

    1515
64

1515

4

1
644cossin42sincos22sin2cos 3222   RRRRRECOHCOEHCHS . 
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Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество 
баллов), только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полно-
стью объяснены все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к 
упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 

1.(4) Записано, что 31
2
2 bbb   ..................................................................................................................... 1 балл, 

– не сделан отбор .................................................................................................................... снять 2 балла. 

2.(4) Использована формула  2sin5,01sincos 244   .................................................................... 1 балл, 
– применены неверные тригонометрические формулы .......... 0 баллов за все последующие действия. 

3.(6) Указаны все возможные варианты для последней цифры числа ................................................. 1 балл, 
– за формулировки признаков делимости на 12 (на 75) ...................................... баллы не добавляются, 
– при решении перебором получен неверный ответ ...................................... не более 1 балла за задачу, 

– ответ записан в виде 29 k  и т.п. ........................................................................... баллы не снимаются. 
4.(6) Сделана замена переменных (как в решении) ............................................................................... 1 балл, 

– получено кубическое уравнение относительно одной из новых переменных ............................ 1 балл, 
– решено кубическое уравнение ....................................................................................................... 2 балла, 
– получены посторонние решения .......................................................................................... снять 1 балл. 

5.(8) Построено множество точек, удовлетворяющих первому уравнению ..................................... 2 балла, 
Сверх этого1: 
– за каждое найденное значение параметра ..................................................................................... 3 балла, 
– получено 1 лишнее значение параметра ............................................................................. снять 1 балл, 
– получено 2 лишних значения параметра ........................................................................... снять 3 балла. 

6.(7) Найден только радиус или только площадь ............................................................................... 5 баллов. 

                                                 
1 Если верно построено множество точек, удовлетворяющих первому уравнению, то оценка за задачу не может быть менее 2 
баллов. 



“Физтех–2016”, математика, решение билета 17 

© МФТИ, 2016 

1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 2p , p2  и p3  являются соответственно пер-

вым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 
Ответ: 1p . 
Решение. Для того, чтобы указанные числа являлись последовательными членами геометрической прогрессии 

необходимо и достаточно, чтобы они были ненулевыми и     322
2

 ppp , откуда 









1

065

,0
2 p

pp

p
. 

 
2. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

2222 12166616 yxxxyxx  , и найдите площадь полученной фигуры. 

Ответ: 128,0arcsin2525  . 

Решение. Заметим, что равенство baba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a  и b  неотрица-

тельны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому первое урав-
нение равносильно системе неравенств 

 


















.0

,253

06

,0616 2222

x

yx

x

yxx  

Первое неравенство задаёт круг радиуса 5 с центром  0;3 , а вся система – часть этого круга, лежащую в полу-

плоскости 0x . Площадь этого сегмента равна разности площади круга и площади сегмента этого круга, 
находящегося в полуплоскости 0x . Поскольку центральный угол этого сегмента равен 8,0arcsin2 , получа-
ем, что его площадь S  равна 128,0arcsin2525  . 

 

3. Найдите значение выражения  20sin420tg  . 

Ответ: 3 . 

Решение. 
 
























20cos

40sin40sin20sin

20cos

40sin220sin

20cos

20cos20sin420sin
20sin420tg  

3
20cos

30cos20cos2

20cos

50cos10cos

20cos

40sin10cos30sin2




















. 

 
4. В числе **02****2016  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 15. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 5184. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 15, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 5, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 5 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это можно 
сделать 6666   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 5184266662   способа. 
 

5. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 












.843

,022

422 yyx
x

y
xyy

 

Ответ: 







3;
3

1
, 










 44

19

84
2;

76

21
. 

Решение. Обозначим u
x

y
 , vxy   (при этом 0u , 0v ). Тогда yyyxy

x

y
uv  2 , 
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xxx
x

y
xy

u

v
 2: , так как по условию x  и y  положительны. Система принимает вид 

  















.843

,021

843

,022
444444 vuv

uv

vuv

uvuv
 

Из первого уравнения следует, что 1v  или 2u . 

Если 1v , то 843 4  u , откуда 3u ; тогда 
3

1


u

v
x , 3 uvy . 

Если 2u , то 84163 44  vv , откуда 4
19

84
v ; тогда 4

76

21


u

v
x , 4

19

84
2  uvy . 

 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника NPQ  с основанием NQ  описана окружность  . Рас-

стояние от середины дуги PN , не содержащей точки Q , до стороны PN  равно 4, а расстояние от середины 

дуги QN , не содержащей точки P , до стороны QN  равно 4,0 . Найдите радиус окружности   и площадь тре-

угольника NPQ . 

Ответ: 
25

6192
,5  SR . 

Решение. Пусть C  и D  – середины дуг NP  и NQ ; A  и H  – середины отрезков PN  и NQ ; O  – центр окружно-

сти  , R  – её радиус. Тогда PNOC  , QNOD  ; 4 RACOCOA , 
5

2
 RDHODOH . 

Из теоремы Пифагора для треугольников OAN  и OHN  получаем, что   1684 222  RRRAN , 

25

4

5

4

5

2
2

22 





 

R
RRND . Находим стороны треугольника PNH : 

5

2
2  ROHPOPH , 

16822  RANPN , 
25

4

5

4


R
NH . 

По теореме Пифагора для треугольника PNH  получаем 6432
25

4

5

4

5

2
2

2







 






  R

R
R , откуда 

080415 2  RR , 5R  или 
5

16
R . Подходит только 5R  (во втором случае 04  RAO ). 

Значит, 
5

48
PH , 

5

64
DH , 

25

6192
 NHPHS NPQ . 
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1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 12p , p2  и 5p  являются соответственно пер-

вым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 
Ответ: 4p . 
Решение. Для того, чтобы указанные числа являлись последовательными членами геометрической прогрессии 

необходимо и достаточно, чтобы они были ненулевыми и     5122
2

 ppp , откуда 









4

06011

,0
2 p

pp

p
. 

 
2. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

2222 916889 yxyyyxy  , и найдите площадь полученной фигуры. 

Ответ: 126,0arcsin2525  . 

Решение. Заметим, что равенство baba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a  и b  неотрица-

тельны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому первое урав-
нение равносильно системе неравенств 

 


















.0

,254

08

,089 2222

y

xy

y

yxy  

Первое неравенство задаёт круг радиуса 5 с центром  4;0 , а вся система – часть этого круга, лежащую в полу-

плоскости 0y . Площадь этого сегмента равна разности площади круга и площади сегмента этого круга, 

находящегося в полуплоскости 0y . Поскольку центральный угол этого сегмента равен 6,0arcsin2 , получа-
ем, что его площадь S  равна 126,0arcsin2525  . 

 

3. Найдите значение выражения  40tg40sin4  . 

Ответ: 3 . 

Решение. 
 
























40cos

80sin40sin80sin

40cos

40sin80sin2

40cos

40sin40cos40sin4
40tg40sin4  

3
40cos

30cos50sin2

40cos

80sin20sin

40cos

80sin60cos20sin2




















. 

 
4. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 6. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 2160. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 6, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 2, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 8,6,4,2,0  (5 способов). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 666   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 6), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 8), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 216026665   способов. 
 

5. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 












.82

,0623

422 xyx

y

x
xyx

 

Ответ: 















4
4

66

4
;66,

3

1
;3 . 

Решение. Обозначим u
y

x
 , vxy   (при этом 0u , 0v ). Тогда xxxxy

y

x
uv  2 , 
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yyy
y

x
xy

u

v
 2: , так как по условию x  и y  положительны. Система принимает вид 

  















.82

,032

82

,0623
444444 vuv

uv

vuv

uvuv
 

Из первого уравнения следует, что 2v  или 3u . 

Если 2v , то 821616 4  u , откуда 
2

664
u ; тогда 

4 66

4


u

v
y , 4 66 uvx . 

Если 3u , то 8281 44  vv , откуда 1v ; тогда 
3

1


u

v
y , 3 uvx . 

 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника ADE  с основанием AD  описана окружность  . Рас-

стояние от середины дуги DE , не содержащей точки A , до стороны DE  равно 5, а расстояние от середины 

дуги AD , не содержащей точки E , до стороны AD  равно 
3

1
. Найдите радиус окружности   и площадь тре-

угольника ADE . 

Ответ: 6R , 
9

3535
S . 

Решение. Пусть M  и T  – середины дуг AD  и DE ; B  и H  – середины отрезков DE  и AD ; O  – центр окружно-

сти  , R  – её радиус. Тогда DEOT  , ADOM  ; 5 RTBOTOB , 
3

1
 RMHOMOH . 

Из теоремы Пифагора для треугольников OBD  и OHD  получаем, что   25105 222  RRRBD , 

9

1

3

2

3

1
2

22 





 

R
RRHD . Находим стороны треугольника DEH : 

3

1
2  ROHEOEH , 

251022  RBDDE , 
9

1

3

2


R
DH . 

По теореме Пифагора для треугольника PNH  получаем 10040
9

1

3

2

3

1
2

2







 






  R

R
R , откуда 

0150616 2  RR , 6R  или 
6

25
R . Подходит только 6R  (во втором случае 05  RBO ). 

Значит, 
3

35
EH , 

3

35
DH , 

9

3535
 EHDHS ADE . 
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1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 2p , p3  и p8  являются соответственно пер-

вым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 
Ответ: 1p . 
Решение. Для того, чтобы указанные числа являлись последовательными членами геометрической прогрессии 

необходимо и достаточно, чтобы они были ненулевыми и     ppp  823
2

, откуда 









1

01615

,0
2 p

pp

p
. 

 
2. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

yyxyyyx 49229 2222  , и найдите площадь полученной фигуры. 

Ответ: 3arctg10310  S . 

Решение. Заметим, что равенство baba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a  и b  неотрица-

тельны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому первое урав-
нение равносильно системе неравенств 

 


















.0

,101

02

,029 2222

y

xy

y

yyx  

Первое неравенство задаёт круг радиуса 10  с центром  1;0  , а вся система – часть этого круга, лежащую в по-

луплоскости 0y . Площадь этого сегмента равна разности площади круга и площади сегмента этого круга, 

находящегося в полуплоскости 0y . Поскольку центральный угол этого сегмента равен 3arctg2 , получаем, 

что его площадь S  равна 3arctg10310  . 
 

3. Найдите значение выражения  70cos470ctg  . 

Ответ: 3 . 

Решение. 
 
























70sin

50cos50cos70cos

70sin

140sin270cos

70sin

70cos70sin470cos
70cos470ctg  

3
20cos

30cos20cos2

20cos

50cos10cos

20cos

50cos10cos60cos2




















. 

 
4. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 15. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 864. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 15, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 5, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 5 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 666   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 86426662   способа. 
 

5. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 












.182

,0242

2422 yyxx

y

x
xyx

 

Ответ:   








 4
4

286;
4

286
,2;2 . 

Решение. Обозначим u
y

x
 , vxy   (при этом 0u , 0v ). Тогда xxxxy

y

x
uv  2 , 
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yyy
y

x
xy

u

v
 2: , так как по условию x  и y  положительны. Система принимает вид 

  


















.182

,0122
18

2

,0242

44
2

2

2

6
22

uv

uv

u

v

u

v
vu

uvuv
 

Из первого уравнения следует, что 2v  или 
2

1
u . 

Если 2v , то 18216 4  u , откуда 1u ; тогда 2
u

v
y , 2 uvx . 

Если 
2

1
u , то 18

8

14 v , откуда 
2

2864
v ; тогда 4 286

u

v
y , 

4

2864
 uvx . 

 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника BCD  с основанием CD  описана окружность  . Рас-

стояние от середины дуги BD , не содержащей точки C , до стороны BD  равно 3, а расстояние от середины 
дуги CD , не содержащей точки B , до стороны CD  равно 5,0 . Найдите радиус окружности   и площадь тре-
угольника BCD . 

Ответ: 4R , 
4

1515
S . 

Решение. Пусть Q  и T  – середины дуг CD  и BD ; A  и H  – середины отрезков BD  и CD ; O  – центр окружно-

сти  , R  – её радиус. Тогда BDOT  , CDOQ  ; 3 RTAOTOA , 
2

1
 RQHOQOH . 

Из теоремы Пифагора для треугольников OAD  и OHD  получаем, что   963 222  RRRAD , 

4

1

2

1
2

22 





  RRRHD . Находим стороны треугольника BDH : 

2

1
2  ROHBOBH , 

9622  RADBD , 
4

1
 RDH . 

По теореме Пифагора для треугольника BDH  получаем 3624
4

1

2

1
2

2







 






  RRR , откуда 

036254 2  RR , 4R  или 
4

9
R . Подходит только 4R  (во втором случае 03  RAO ). 

Значит, 
2

15
BH , 

2

15
DH , 

4

1515
 BHDHS BCD . 
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1. Найдите все значения p , при каждом из которых числа 8 p , p3  и 7p  являются соответственно пер-

вым, вторым и третьим членами некоторой геометрической прогрессии. 
Ответ: 4p . 
Решение. Для того, чтобы указанные числа являлись последовательными членами геометрической прогрессии 

необходимо и достаточно, чтобы они были ненулевыми и     783
2

 ppp , откуда 









4

05610

,0
2 p

pp

p
. 

 
2. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 

2222 44224 yxxxyxx  , и найдите площадь полученной фигуры. 

Ответ: 22arctg55  S . 

Решение. Заметим, что равенство baba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a  и b  неотрица-

тельны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому первое урав-
нение равносильно системе неравенств 

 


















.0

,51

02

,024 2222

x

yx

x

yxx  

Первое неравенство задаёт круг радиуса 5  с центром  0;1 , а вся система – часть этого круга, лежащую в по-

луплоскости 0x . Площадь этого сегмента равна разности площади круга и площади сегмента этого круга, 
находящегося в полуплоскости 0x . Поскольку центральный угол этого сегмента равен 2arctg2 , получаем, 

что его площадь S  равна 22arctg55  . 
 

3. Найдите значение выражения  50cos450ctg  . 

Ответ: 3 . 

Решение. 
 
























50sin

10cos10cos50cos

50sin

100sin250cos

50sin

50sin50cos450cos
50cos450ctg  

3
50sin

30cos50sin2

50sin

80sin20sin

50sin

80sin30sin20sin2























. 

 
4. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 6. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 1728. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 6, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 2, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 8,4,2,0  (4 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 666   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 8), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 172826664   способов. 
 

5. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 












.281

,0263

2422 yyxx

xy
x

y
y

 

Ответ: 

















3

31
;

12

31
,

3

1
;

3

1 44
. 

Решение. Обозначим u
x

y
 , vxy   (при этом 0u , 0v ). Тогда yyyxy

x

y
uv  2 , 
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xxx
x

y
xy

u

v
 2: , так как по условию x  и y  положительны. Система принимает вид 

  


















.2811

,0132
281

,0263

4442226
2

2

uuv

vu
vuuv

u

v

vuuv
 

Из первого уравнения следует, что 2u  или 
3

1
v . 

Если 2u , то 3216811 4  v , откуда 
6

314
v ; тогда 

12

314


u

v
x , 

3

314
 uvy . 

Если 
3

1
v , то 44 21 uu  , откуда 1u ; тогда 

3

1


u

v
x , 

3

1
 uvy . 

 
6. Вокруг равнобедренного остроугольного треугольника AMT  с основанием MT  описана окружность  . Рас-

стояние от середины дуги AT , не содержащей точки M , до стороны AT  равно 3, а расстояние от середины 
дуги MT , не содержащей точки A , до стороны MT  равно 6,1 . Найдите радиус окружности   и площадь тре-
угольника AMT . 

Ответ: 5R , 
25

21168
S . 

Решение. Пусть Q  и L  – середины дуг MT  и AT ; B  и H  – середины отрезков AT  и MT ; O  – центр окружно-

сти  , R  – её радиус. Тогда ATOL  , MTOQ  ; 3 RLBOLOB , 
5

8
 RQHOQOH . 

Из теоремы Пифагора для треугольников OBT  и OHT  получаем, что   963 222  RRRBT , 

25

64

5

16

5

8
2

22 





 

R
RRHT . Находим стороны треугольника ATH : 

5

8
2  ROHAOAH , 

9622  RBTAT , 
25

64

5

16


R
DH . 

По теореме Пифагора для треугольника ATH  получаем 3624
25

64

5

16

5

8
2

2







 






  R

R
R , откуда 

045345 2  RR , 5R  или 
5

9
R . Подходит только 5R  (во втором случае 03  RBO ). 

Значит, 
5

42
AH , 

5

214
DH , 

25

21168
 THAHS AMT . 
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Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество 
баллов), только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полно-
стью объяснены все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к 
упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 

1.(4) Записано, что 31
2
2 bbb   ..................................................................................................................... 1 балл, 

– не сделан отбор .................................................................................................................... снять 2 балла. 
2.(6) Построено множество точек .......................................................................................................... 4 балла, 

– найдена его площадь ....................................................................................................................... 2 балла. 
3.(5) Применены неверные тригонометрические формулы ........ 0 баллов за все последующие действия. 
4.(6) Указаны все возможные варианты для последней цифры числа ................................................. 1 балл, 

– за формулировки признаков делимости на 6 (на 15) ........................................ баллы не добавляются, 
– при решении перебором получен неверный ответ ...................................... не более 1 балла за задачу, 

– ответ записан в виде 86 k  и т.п. ........................................................................... баллы не снимаются. 
5.(6) Первое уравнение разложено на множители ............................................................................... 2 балла, 

– за каждый из двух полученных случаев ........................................................................................ 2 балла. 
6.(8) Найден только радиус или только площадь ............................................................................... 6 баллов. 
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1. Известно, что     02tg
2

5
tg2tg   , 

2

1
tg  . Найдите ctg . 

Ответ: 
3

1
 или 

7

6
 . 

Решение. 
3

4

43

1

tg1

tg2
2tg

2










 . Тогда данное в условии равенство можно преобразовать так: 

0
3

10
tg

tg1

tg
02tg

2

5
tg

2tgtg1

2tgtg

3
4

3
4








 









. 

Приводя к общему знаменателю и упрощая, получаем равносильное на ОДЗ уравнение 021tg11tg6 2   , 

откуда 3tg   или 
6

7
tg  . Оба варианта подходят (т.к. знаменатели не обращаются в ноль). Следователь-

но, 
3

1
ctg   или 

7

6
ctg  . 

 

2. Решите неравенство 28228 2  xxxxxx . 

Ответ:     ;94;0 x . 
Решение. Заметим, что выражение под модулем неотрицательно на ОДЗ (это квадратный трёхчлен относительно 

x  и 0D ). Значит, модуль можно опустить. Перепишем неравенство в виде 

        2816828228
22  xxxxxxxxxx . 

Обозначая txx  , получаем 01282  tt , откуда     ;62; t . 

Если 2t , то    40202102  xxxxxx . 

Если 6t , то    9302306  xxxxxx . 

Значит,     ;94;0 x . 
 
3. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 75. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 2592. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 75, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 25 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 25, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 5 (1 способ). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это можно 
сделать 6666   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 2592266661   способа. 
 
4. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 120815120815  yxyx , 

и найдите площадь полученной фигуры. 
Ответ: 60. 
Решение. Заметим, что равенство cbacba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a , b  и c  

неотрицательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому пер-
вое уравнение равносильно системе неравенств 


























.120815

,0

,0

0815120

,08

,015

yx

y

x

yx

y

x

 

Эта система задаёт на плоскости треугольник с вершинами  0;8E ,  15;0G ,  0;0N , площадь которого равна 60. 
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5. Решите систему уравнений 









.03022

,01022
2233

22

yxxyyx

yxxyyx
 

Ответ:  1;4  . 
Решение. Данная система равносильна следующей: 

   
   

  
   














.302

,102

0302

,0102
2222 yxyxxy

yxxy

yxyxxy

yxyxxy
 

Разделив почленно второе уравнение последней системы на первое, получаем 3 yx , откуда 3 xy . Под-

ставляем это в первое уравнение:    1032232  xxx , 04592 23  xxx . Подбором находим цело-

численный корень этого уравнение – 4x . Выделив множитель  4x , получаем    0124 2  xxx . Зна-

чит, уравнение имеет единственный корень 4x . Тогда 1y , и пара чисел  1;4   является единствен-
ным решением системы. 

 
6. Равнобедренный треугольник ABC  с основанием BC  вписан в окружность  . Хорды LM  и PQ , параллель-

ные прямой BC , пересекают сторону AB  в точках D  и T  соответственно,  и при этом TBDTAD  . Найди-

те радиус окружности   и площадь треугольника ABC , если 
3

10
LM , 

3

262
PQ , а центр O  окружности 

  расположен между прямыми LM  и PQ . 

Ответ: 6,
12

37
 SR . 

Решение. Прямая AO  перпендикулярна хордам LM , PQ , BC  и делит каждую из них пополам. Пусть точки N , 

H  и E  – середины LM , PQ  и BC . Обозначим радиус окружности   за R ; xHENHAN  . 

Тогда RxOAAHOH  2 , xRANOAON   и по теореме Пифагора для треугольников OHP  и OLN  по-

лучаем  22 2
3

26
RxR  ,  22

3

25
xRR  , откуда после раскрытия скобок и приведения подобных слага-

емых следует, что 













.0
3

25
2

,0
3

13
22

2

2

Rxx

Rxx
 

Вычитая из первого уравнения второе, находим, что 042 x , 2x . Тогда  
12

37

6

136 2





x

x
R ; 

12

35
3  RxAOAEOE , 1

12

35

12

37
22

222 












 OEOBBE . Следовательно, 616  BEAES ABC . 
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1. Известно, что   0tg2tg62tg   , 2tg  . Найдите ctg . 

Ответ: 1 или 
7

1
. 

Решение. 
3

4

41

4

tg1

tg2
2tg

2










 . Тогда данное в условии равенство можно преобразовать так: 

0tg8
tg1

tg
0tg2tg6

tg2tg1

tg2tg

3
4

3
4








 









. 

Приводя к общему знаменателю и упрощая, получаем равносильное на ОДЗ уравнение 07tg8tg 2   , от-

куда 7tg   или 1tg  . Оба варианта подходят (т.к. знаменатели не обращаются в ноль). Следовательно, 

7

1
ctg   или 1ctg  . 

 

2. Решите неравенство xxxxxx 4324294 2  . 

Ответ:   





  ;

4

9
1;0 x . 

Решение. Заметим, что выражение под модулем неотрицательно на ОДЗ (это квадратный трёхчлен относительно 

x  и 0D ). Значит, модуль можно опустить. Перепишем неравенство в виде 

        624923242944
22  xxxxxxxxxx . 

Обозначая txx 2 , получаем 0342  tt , откуда     ;31; t . 

Если 1t , то    1010121012  xxxxxx . 

Если 3t , то   
4

9
320321032  xxxxxx . 

Значит,   





  ;

4

9
1;0 x . 

 
3. В числе *02*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 12. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 1296. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 12, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 4 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 4, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0, 4 или 8 (3 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 6666   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 8), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 129626663   способов. 
 
4. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 48434843  yxyx , и 

найдите площадь полученной фигуры.  
Ответ: 96. 
Решение. Заметим, что равенство cbacba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a , b  и c  

неотрицательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому пер-
вое уравнение равносильно системе неравенств 


























.4843

,0

,0

04348

,04

,03

yx

y

x

yx

y

x

 

Эта система задаёт на плоскости треугольник с вершинами  0;16E ,  12;0G ,  0;0N , площадь которого равна 96. 
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5. Решите систему уравнений 









.0333

,0133
2233

22

yxxyyx

yxxyyx
 

Ответ:  1;2 . 
Решение. Данная система равносильна следующей: 

   
   

  
   














.33

,13

033

,013
2222 yxyxxy

yxxy

yxyxxy

yxyxxy
 

Разделив почленно второе уравнение последней системы на первое, получаем 3 yx , откуда 3 xy . Под-

ставляем это в первое уравнение:    132332  xxx , 0101592 23  xxx . Подбором находим цело-

численный корень этого уравнения – 2x . Выделив множитель  2x , получаем    05522 2  xxx . Зна-

чит, уравнение имеет единственный корень 2x . Тогда 1y , и пара чисел  1;2  является единственным ре-
шением системы. 

 
6. Равнобедренный треугольник PQT  с основанием PQ  вписан в окружность  . Хорды AB  и CD , параллель-

ные прямой PQ , пересекают сторону QT  в точках L  и M  соответственно,  и при этом MTLMQL  . 

Найдите радиус окружности   и площадь треугольника PQT , если 142AB , 112CD , а центр O  окруж-

ности   расположен между прямыми AB  и CD . 

Ответ: 
4

15
R , 18S . 

Решение. Прямая TO  перпендикулярна хордам CD , AB , PQ  и делит каждую из них пополам. Пусть точки N , 

H  и E  – середины CD , AB  и PQ . Обозначим радиус окружности   за R ; xHENHTN  . 

Тогда RxOTTHOH  2 , xRTNOTON   и по теореме Пифагора для треугольников OAH  и OCN  по-

лучаем  22 214 RxR  ,  22 11 xRR  , откуда после раскрытия скобок и приведения подобных слагае-
мых следует, что 










.0112

,0722
2

2

Rxx

Rxx  

Вычитая из первого уравнения второе, находим, что 042 x , 2x . Тогда  
4

15

2

72 2





x

x
R ; 

4

9
3  RxTOTEOE , 9

4

9

4

15
22

222 












 OEOQQE . Следовательно, 1836  QETES PQT . 
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1. Известно, что     02tg4tg22tg   , 
3

1
tg  . Найдите ctg . 

Ответ: 2 или 
3

1
. 

Решение. 
4

3

911

32

tg1

tg2
2tg

2










 . Тогда данное в условии равенство можно преобразовать так: 

03tg2
tg1

tg
03tg2

2tgtg1

2tgtg

4
3

4
3








 









. 

Приводя к общему знаменателю и упрощая, получаем равносильное на ОДЗ уравнение 03tg7tg2 2   , от-

куда 3tg   или 
2

1
tg  . Оба варианта подходят (т.к. знаменатели не обращаются в ноль). Следовательно, 

3

1
ctg   или 2ctg  . 

 

2. Решите неравенство xxxxxx 218202  . 

Ответ:     ;94;0 x . 
Решение. Заметим, что выражение под модулем неотрицательно на ОДЗ (это квадратный трёхчлен относительно 

x  и 0D ). Значит, модуль можно опустить. Перепишем неравенство в виде 

        882018202
22  xxxxxxxxxx . 

Обозначая txx  , получаем 01282  tt , откуда     ;62; t . 

Если 2t , то    40202102  xxxxxx . 

Если 6t , то    9302306  xxxxxx . 

Значит,     ;94;0 x . 
 
3. В числе *07*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 7,6,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 75. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 432. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 75, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 25 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 25, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 5 (1 способ). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 666   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. Поскольку 
среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 6), две цифры, дающие остаток 1 от деления на 3 
(4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить двумя спосо-
бами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 43226661   способа. 
 
4. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 6012560125  yxyx , и 

найдите площадь полученной фигуры. 
Ответ: 30. 
Решение. Заметим, что равенство cbacba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a , b  и c  

неотрицательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому пер-
вое уравнение равносильно системе неравенств 


























.60125

,0

,0

012560

,012

,05

yx

y

x

yx

y

x

 

Эта система задаёт на плоскости треугольник с вершинами  0;12E ,  5;0G ,  0;0N , площадь которого равна 30. 
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5. Решите систему уравнений 









.04833

,02433
2233

22

yxxyyx

yxxyyx
 

Ответ:  1;3  . 
Решение. Данная система равносильна следующей: 

   
   

  
   














.483

,243

0483

,0243
2222 yxyxxy

yxxy

yxyxxy

yxyxxy
 

Разделив почленно второе уравнение последней системы на первое, получаем 2 yx , откуда 2 xy . Под-

ставляем это в первое уравнение:    2422322  xxx , 01553 23  xxx . Подбором находим цело-

численный корень этого уравнение – 3x . Выделив множитель  3x , получаем    053 2  xx . Значит, 

уравнение имеет единственный корень 3x . Тогда 1y , и пара чисел  1;3   является единственным 
решением системы. 

 
6. Равнобедренный тупоугольный треугольник PQT  с основанием PT  вписан в окружность  . Хорды AB  и 

CD , параллельные прямой PT , пересекают сторону QT  в точках K  и L  соответственно,  и при этом 

LTKLQK  . Найдите радиус окружности   и площадь треугольника PQT , если 662AB , 1142CD . 
Ответ: 5,12R , 108S . 
Решение. Прямая QO  перпендикулярна хордам AB , CD , PT  и делит каждую из них пополам. Пусть точки M , 

E  и H  – середины AB , CD  и PT . Обозначим радиус окружности   за R ; xEHMEQM  . 
Поскольку треугольник тупоугольный, центр его описанной окружности лежит вне треугольника. Тогда 

xRMQOQOM  , xRQEOQOE 2  и по теореме Пифагора для треугольников OMA  и OEC  полу-

чаем  22 66 xRR  ,  22 2114 xRR  , откуда после раскрытия скобок и приведения подобных слагае-
мых следует, что 










.05722

,0662
2

2

Rxx

Rxx
 

Вычитая из первого уравнения второе, находим, что 092  x , 3x . Тогда  
2

25

2

662





x

x
R ; 

2

7
3  xRQHOQOH , 144

2

7

2

25
22

222 












 OHOTTH . 

Следовательно, 108129  THQHS PQT . 
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1. Известно, что   0tg42tg42tg   , 3tg  . Найдите ctg . 

Ответ: –1 или 
3

4
. 

Решение. 
4

3

91

6

tg1

tg2
2tg

2











 . Тогда данное в условии равенство можно преобразовать так: 

0tg43
tg1

tg
0tg42tg4

tg2tg1

tg2tg

4
3

4
3








 









. 

Приводя к общему знаменателю и упрощая, получаем равносильное на ОДЗ уравнение 03tgtg4 2   , от-

куда 
4

3
tg   или 1tg  . Оба варианта подходят (т.к. знаменатели не обращаются в ноль). Следовательно, 

3

4
ctg   или 1ctg  . 

 

2. Решите неравенство xxxxxx 4124254 2  . 

Ответ:   





  ;

4

9
1;0 x . 

Решение. Заметим, что выражение под модулем неотрицательно на ОДЗ (это квадратный трёхчлен относительно 

x  и 0D ). Значит, модуль можно опустить. Перепишем неравенство в виде 

        224521242544
22  xxxxxxxxxx . 

Обозначая txx 2 , получаем 0342  tt , откуда     ;31; t . 

Если 1t , то    1010121012  xxxxxx . 

Если 3t , то   
4

9
320321032  xxxxxx . 

Значит,   





  ;

4

9
1;0 x . 

 
3. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 12. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 5184. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 12, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 4 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 4, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 4 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это можно 
сделать 6666   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 5184266662   способа. 
 
4. Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих уравнению 24342434  yxyx , и 

найдите площадь полученной фигуры. 
Ответ: 24. 
Решение. Заметим, что равенство cbacba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a , b  и c  

неотрицательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому пер-
вое уравнение равносильно системе неравенств 


























.2434

,0

,0

03424

,03

,04

yx

y

x

yx

y

x

 

Эта система задаёт на плоскости треугольник с вершинами  0;6E ,  8;0G ,  0;0N , площадь которого равна 24. 
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5. Решите систему уравнений 









.01555

,0355
2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

Ответ:  1;4 . 
Решение. Данная система равносильна следующей: 

   
   

  
   














.155

,35

0155

,035
2222 yxyxxy

yxxy

yxyxxy

yxyxxy
 

Разделив почленно второе уравнение последней системы на первое, получаем 5 yx , откуда 5 xy . Под-

ставляем это в первое уравнение:    352552  xxx , 02835152 23  xxx . Подбором находим це-

лочисленный корень этого уравнения – 4x . Выделив множитель  4x , получаем    07724 2  xxx . 

Значит, уравнение имеет единственный корень 4x . Тогда 1y , и пара чисел  1;4  является единственным 
решением системы. 

 
6. Равнобедренный треугольник ABC  с основанием AC  вписан в окружность  . Хорды DN  и LT , параллель-

ные прямой AC , пересекают сторону BC  в точках F  и H  соответственно,  и при этом HCFHBF  . 

Найдите радиус окружности   и площадь треугольника ABC , если 302DN , 422LT , а центр O  
окружности   расположен между прямыми LT  и AC . 

Ответ: 5,6R , 54S . 
Решение. Прямая BO  перпендикулярна хордам AC , DN , LT  и делит каждую из них пополам. Пусть точки P , 

Q  и E  – середины DN , LT  и AC . Обозначим радиус окружности   за R ; xQEPQBP  . 

Тогда xRBQOBOQ 2 , xRBPOBOP   и по теореме Пифагора для треугольников OQT  и OPN  по-

лучаем  22 242 xRR  ,  22 30 xRR  , откуда после раскрытия скобок и приведения подобных слагае-
мых следует, что 










.0302

,02122
2

2

Rxx

Rxx  

Вычитая из первого уравнения второе, находим, что 092 x , 3x . Тогда  
2

13

2

212 2





x

x
R ; 

2

5
3  RxBOBEOE , 36

2

5

2

13
22

222 












 OEOCCE . Следовательно, 5469  CEBES ABC . 

 
 



“Физтех–2016”, математика, инструкция по проверке, билеты 29–32 

© МФТИ, 2016 

Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество 
баллов), только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полно-
стью объяснены все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к 
упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 
1.(5) Использованы неверный формулы тригонометрии ............... 0 баллов за все дальнейшие действия, 

– найден 2tg  (билеты 29, 31) или 2tg  (билеты 30, 32) ................................................................. 1 балл, 
– получено дробно-рациональное уравнение относительно tg  (билеты 29,31) или tg  (билеты 

30,32) ................................................................................................................................................. 1 балл, 
– это уравнение приведено к квадратному .......................................................................................  1 балл. 

2.(5) Обоснованно раскрыт модуль ......................................................................................................... 1 балл. 
При решении с помощью замены: 
– сделана замена txax   и неравенство приведено к неравенству относительно t .................. 1 балл, 
– решено квадратное неравенство относительно t ............................................................................ 1 балл, 
– за каждый из двух рассмотренных промежутков для t  .......................................................... по 1 баллу. 
При другом способе решения: 
– Неравенство приведено к виду      0 dxcxbxax .................................................. 2 балла, 
– В ответ включены отрицательные значения x  .......................................... не более 3 баллов за задачу. 

3.(6) Указаны все возможные варианты для последней цифры числа ................................................. 1 балл, 
– за формулировки признаков делимости на 12 (на 75) ...................................... баллы не добавляются, 
– при решении перебором получен неверный ответ ...................................... не более 1 балла за задачу, 

– ответ записан в виде 86 k  и т.п. ........................................................................... баллы не снимаются. 
4.(4) Построено множество .................................................................................................................... 3 балла, 

– найдена его площадь ......................................................................................................................... 1 балл. 
5.(6) Получено линейное соотношение между переменными (в билете 29 – 3 xy , в билете 30 – 

3 yx , в билете 31 – 2 xy , в билете 32 – 5 yx ) ............................................................ 3 балла, 
– решено кубическое уравнение ....................................................................................................... 2 балла, 
– получено решение системы............................................................................................................... 1 балл. 

6.(9) Получен ответ только на один из двух вопросов ...................................................................... 6 баллов. 
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