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1. Решите уравнение    343log343log 2
210

2
12 21   

xxxx xx . 

Ответ. 
3

2
,2  xx . 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно совокупности двух уравнений: 





















 

.0443

,042922

1343

,21012
2

2

2

21

xxxx

xxxx

 

Из первого уравнения получаем 
2

1
2 x  или 42 x , откуда 1x  или 2x . Из второго уравнения 

2x  или 
3

2
x . ОДЗ удовлетворяют только значения 2x  и 

3

2
x . 

 

2. Решите уравнение 
2

2tg

sin7cos56

4
sincos

6sin5cos7

4
coscos

2222

x

xx

xx

xx

xx





























. 

Ответ.  kkx ,
2




 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

x

x

x

xx

x

xx

2cos2

2sin

2cos

4
sincos

2cos

4
coscos



























, 

xxxxx cossin2
4

sin
4

coscos 



























, 

xxxx cossin2cos2cos  , 

откуда 0cos x  или 1tg x , т.е. kx 



2
 или  kkx ,

4



. Условию 02cos x  удовлетворяют 

только значения  kkx ,
2




. 

 

3. Решите систему уравнений 










.263

,34244 22

xyyx

yxyxyx
 

Ответ.  1;1  , 









2

1
;2 . 

Решение. Первое уравнение можно переписать в виде     03222
2

 yxyx , откуда следует, что 

32  yx  или 12  yx . Если 12  yx , то подкоренное выражение во втором уравнении 

отрицательно и система не имеет решений. Если 32  yx , то второе уравнение принимает вид 

 3223  yy , откуда 1y  или 
2

1
y . 

В итоге получаем два решения – пары чисел  1;1   и 









2

1
;2 . 

 

4. Дана трапеция ABCD  с основаниями BC  и AD . Окружность   радиуса 2, центр O  которой лежит на 

диагонали AC , касается отрезков BC , AB  и AD  в точках M , N  и K  соответственно. Известно, что 

54AC , а четырёхугольник KOCD  вписан в окружность  . Найдите угол BOC , площадь трапеции 

ABCD  и радиус окружности  . 

Ответ. 90BOC , 30S , 10r . 

Решение. Окружность вписана в углы A  и B  трапеции, следовательно, её центр лежит на пересечении 

биссектрис этих углов. Поскольку угол между биссектрисами внутренних односторонних углов при 

параллельных прямых равен 90 , получаем 90 AOBBOC . 



Решения олимпиады “Физтех–2014”, билет 1 

© МФТИ, 2014 2 

Треугольник ABC  равнобедренный, так как BO  является его высотой и биссектрисой. Значит, BO  также 

является медианой, поэтому 52COAO . Пусть  BCABACCAD . Из прямоугольного 

треугольника MOC   находим, что 4MC , 
2

1
tg  , 

5

2
cos  , 

5

1
sin  . 

Поскольку вокруг четырёхугольника KOCD  можно описать окружность, сумма его противоположных 

углов равна 180 . Следовательно, 90OCD . Из прямоугольного треугольника ACD  находим, что 

10
cos




AC
AD , 52tg  ACCD . Из треугольника BOC получаем, что 5

cos




CO
BC . Находим 

площадь трапеции:   30154
2

1

2

1
 ADBCMKS . 

Отрезок OD  является диаметром окружности  . Из треугольника COD  получаем: 

402020222  CDCOOD ; 102OD . Следовательно, радиус r  окружности   равен 10 . 

 

5. Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение 201523 2015 yx ? 

Ответ. 126. 

Решение. Правая часть представляет собой произведение натуральных степеней чисел 2, 3, 5. 

Следовательно, в разложении левой части на простые множители также будут содержаться только 

множители 2, 3, 5. Тогда числа x  и y  можно записать как  253 x ,  253 y , где все 

показатели степеней есть целые неотрицательные числа. Уравнение принимает вид 
403515232323 253253    , что равносильно системе уравнений 















.4023

,3523

,1523







 

Чтобы все переменные принимали целые неотрицательные значения необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялись условия  5;3;1 ,  11;9;7;5;3;1 ,  12;10;8;6;4;2;0 . Получаем три варианта 

для первого уравнения, шесть вариантов для второго и семь для третьего. В итоге 126763   

решений. 

 

6. Найдите все значения переменной x , при каждом из которых оба выражения 

  4tg32
cos

1

2
 x

x
xf    и    

12

616

616

12 2

2 









x

xx

xx

x
xg  

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа равны, то 

меньшим считается любое из них). 

Ответ. 



























3

5
;3;

3

2

2

1
;

22
;2


x . 

Решение. Меньшее из выражений не превосходит двух тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 

выражений не превосходит двух. Получаем совокупность неравенств 

 
 









.2

,2

xg

xf
 

Первое неравенство равносильно следующему: 

24tg32tg1 2  xx ,   03tg
2
x , 3tg x ,  kkx ,

3



. 

Рассмотрим неравенство 2
12

616

616

12 2

2











x

xx

xx

x
. 

В его левой части записана сумма двух взаимно обратных чисел. Она не превосходит двух в одном из 

двух случаев: 

 а) каждое из чисел отрицательно, т.е. 0

616

12

2






xx

x
, откуда 










2

1
;2x ; 
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 б) каждое из чисел равно единице, т.е. 1

616

12

2






xx

x
, откуда 22 616144 xxxx  , 

 0322  xx , 3x . 

За счёт области определения функции  xf  получаем ограничение  mmx ,
2




, а за счёт области 

определения  xg  – ограничение  









2

1
\8;2x . 

Объединяя решения и учитывая ОДЗ, получаем, что 



























3

5
;3;

3

2

2

1
;

22
;2


x . 

 

7. Даны пирамида ABCD  и сфера радиуса 3. Ребро AB  пирамиды является диаметром сферы; прямые, 

содержащие три других ребра, касаются сферы, а середины двух оставшихся рёбер лежат на сфере. 

Найдите угол ACB , длину ребра CD  и объём пирамиды ABCD . 

Ответ. 45ACB , 12CD , 318V . 

Решение. Предположим, что сфера касается прямых AC  и AD . Тогда AB  перпендикулярно плоскости 

ACD , поэтому сфера имеет единственную общую точку A  с плоскостью ACD , и значит, не имеет 

общих точек с ребром CD . С прямыми BA , BC , BD  сфера будет иметь по две точки пересечения, 

что противоречит условию. Аналогично доказывается, что сфера не может касаться одновременно 

рёбер BC  и BD . 

Значит, сфера касается ровно одной из двух прямых AC  или AD  – пусть, для определённости, ребра 

AD . Тогда сфера также касается прямых BC  и CD  и проходит через середины K  и L  рёбер AC  и 

BD  соответственно. 

Из касания сферы с прямой BC  следует, что ABBC  . Так как OK  – средняя линия треугольника ABC , 

то ABROKBC  22 , откуда вытекает, что ABC  – прямоугольный равнобедренный треугольник и 
45ACB . Аналогично доказывается, что BAD  – равнобедренный прямоугольный треугольник с 

гипотенузой BD . 

Пусть M  – точка касания сферы с ребром CD . Треугольник CDO – равнобедренный (т.к. отрезки CO  и 

DO  – это соответствующие медианы равных треугольников BAC  и BAD ), OM  – его высота, а 

значит, и медиана.  Из равенства треугольников COB  и COM  получаем, что RCBCM 2 , 

следовательно, .124  RCD  

Опустим из вершины D  высоту DH  на плоскость ABC . Тогда точка H  лежит на прямой, проходящей 

через точку A  параллельно CB . Пусть hDH  , xAH  . По теореме Пифагора из треугольников 

ADH  и CDH  получаем 
222 4Rhx  ,      2222

422 RhRRx  . 

Решая эти уравнения, находим, что Rx  , 3Rh  . 

Тогда объём V  пирамиды ABCD  равен 318
3

2
23

3

1 3
2 

R
RR . 
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1. Решите уравнение 
















 






22

2
4

6
4

2
32log32log xx

x
xx

xx
.. 

Ответ. 2,4  xx . 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно совокупности двух уравнений: 























 .04

,06

132

,62
2

2

4

2

2

xx

xxxxx

xx
 

Из первого уравнения получаем 3x  или 2x ; из второго уравнения 4x  или 0x . ОДЗ 

удовлетворяют только значения 4x  и 2x . 

 

2. Решите уравнение 
2

2tg3

sin6cos45

3
sincos

5sin4cos6

6
coscos

2222

x

xx

xx

xx

xx






























. 

Ответ.  kkx ,
2




 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

x

x

x

xx

x

xx

2cos2

2sin3

2cos

3
sincos

2cos

6
coscos




























, 

xxxxx cossin3
3

sin
6

coscos 



























, 

xxxxxxx cossin3cos
2

3
sin

2

1
sin

2

1
cos

2

3
cos 














 , 

xxxx cossin3cos3cos   

откуда 0cos x  или 1tg x , т.е. kx 



2
 или  kkx ,

4



. Условию 02cos x  

удовлетворяют только значения  kkx ,
2




. 

 

3. Решите систему уравнений 










.463

,34244 22

xyyx

yxxyyx
 

Ответ.  1;1 , 








2

1
;2 . 

Решение. Первое уравнение можно переписать в виде     03222
2

 yxyx , откуда следует, что 

32  yx  или 12  yx . Если 12  yx , то подкоренное выражение во втором уравнении 

отрицательно и система не имеет решений. Если 32  yx , то второе уравнение принимает вид 

  4233  yy , откуда 1y  или 
2

1
y . 

В итоге получаем два решения – пары чисел  1;1  и 








2

1
;2 . 

 

4. Дана трапеция ABCD  с основаниями BC  и AD . Окружность   радиуса 2, центр O  которой лежит на 

диагонали BD , касается отрезков BC , CD  и AD  в точках M , N  и K  соответственно. Известно, что 

3BM , а четырёхугольник KOBA вписан в окружность  . Найдите угол COD , площадь трапеции 

ABCD  и радиус окружности  . 

Ответ. 90COD , 26S , 
6

135
r . 

Решение. Окружность вписана в углы C  и D  трапеции, следовательно, её центр лежит на пересечении 

биссектрис этих углов. Поскольку угол между биссектрисами внутренних односторонних углов при 

параллельных прямых равен 90 , получаем 90 COBDOC . 
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Из прямоугольного треугольника BMO  находим, что 1322  OMBMOB . Треугольник DBC  

равнобедренный, так как CO  является его высотой и биссектрисой. Значит, CO  также является 

медианой, поэтому 13 BODO . Пусть  BDCBDACBD . Из треугольника MOB   

находим, что 
3

2
tg  , 

13

3
cos  , 

13

2
sin  . 

Поскольку вокруг четырёхугольника KOBA можно описать окружность, сумма его противоположных 

углов равна 180 . Следовательно, 90OBA . Из прямоугольного треугольника ABD  находим, что 

3

26

cos




BD
AD , 

3

134
sin  ADAB . Из треугольника BOC  получаем, что 

3

13

cos




BO
BC . 

Находим площадь трапеции:   26134
2

1

2

1
 ADBCMKS . 

Отрезок OA  является диаметром окружности  . Из треугольника AOB  получаем: 

9

325
13

9

208222  ABBOOA ; 
3

135
OD . Следовательно, радиус r  окружности   

равен 
6

135
. 

 

5. Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение 335035 1018 yx ? 

Ответ. 126. 

Решение. Правая часть представляет собой произведение натуральных степеней чисел 2, 3, 5. 

Следовательно, в разложении левой части на простые множители также будут содержаться только 

множители 2, 3, 5. Тогда числа x  и y  можно записать как  253 x ,  253 y , где все 

показатели степеней есть целые неотрицательные числа. Уравнение принимает вид 
8333100353535 253253    , что равносильно системе уравнений 















.8335

,3335

,10035







 

Чтобы все переменные принимали целые неотрицательные значения необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялись условия  20;17;14;11;8;5;2 ,  6;3;0 ,  16;13;10;7;4;1 . Получаем семь 

вариантов для первого уравнения, три варианта для второго и шесть для третьего. В итоге 126637   

решений. 

 

6. Найдите все значения переменной x , при каждом из которых оба выражения 

  x
x

xf ctg32
sin

3

2
    и    

32

89

89

32 2

2 









x

xx

xx

x
xg  

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа равны, то 

меньшим считается любое из них). 

Ответ.  


















3

7
;

3

4
;4

2

3
;00;1


x . 

Решение. Меньшее из выражений не превосходит двух тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 

выражений не превосходит двух. Получаем совокупность неравенств 

 
 









.2

,2

xg

xf
 

Первое неравенство равносильно следующему: 

2ctg32ctg33 2  xx ,   01ctg3
2
x , 

3

1
ctg x ,  kkx ,

3



. 

Рассмотрим неравенство 2
32

89

89

32 2

2











x

xx

xx

x
. 
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В его левой части записана сумма двух взаимно обратных чисел. Она не превосходит двух в одном из 

двух случаев: 

 а) каждое из чисел отрицательно, т.е. 0

89

32

2






xx

x
, откуда 










2

3
;1x ; 

 б) каждое из чисел равно единице, т.е. 1

89

32

2






xx

x
, откуда 22 899124 xxxx  , 

 0205 2  xx , 4x . 

За счёт области определения функции  xf  получаем ограничение  mmx , , а за счёт области 

определения  xg  – ограничение  









2

3
\9;1x . 

Объединяя решения и учитывая эти ограничения, получаем, что  


















3

7
;

3

4
;4

2

3
;00;1


x . 

 

7. Даны пирамида ABCD  и сфера радиуса 3 . Ребро AC  пирамиды является диаметром сферы; прямые, 

содержащие три других ребра, касаются сферы, а середины двух оставшихся рёбер лежат на сфере. 

Найдите угол ABC , длину ребра BD  и объём пирамиды ABCD . 

Ответ. 45ABC , 34BD , 6V . 

Решение. Предположим, что сфера касается прямых AB  и AD . Тогда AC  перпендикулярно плоскости 

ABD , поэтому сфера имеет единственную общую точку A  с плоскостью ABD , и значит, не имеет 

общих точек с ребром BD . С прямыми CA , CB , CD  сфера будет иметь по две точки пересечения, что 

противоречит условию. Аналогично доказывается, что сфера не может касаться одновременно рёбер 

BC  и CD . 

Значит, сфера касается ровно одной из двух прямых AB  или AD  – пусть, для определённости, ребра 

AD . Тогда сфера также касается прямых BC  и BD  и проходит через середины K  и L  рёбер AB  и 

CD  соответственно. 

Из касания сферы с прямой BC  следует, что ACBC  . Так как OK  – средняя линия треугольника ABC , 

то ACROKBC  22 , откуда вытекает, что ABC  – прямоугольный равнобедренный треугольник и 
45ACB . Аналогично доказывается, что ACD  – равнобедренный прямоугольный треугольник с 

гипотенузой CD . 

Пусть M  – точка касания сферы с ребром BD . Треугольник BDO – равнобедренный (т.к. отрезки BO  и 

DO  – это соответствующие медианы равных треугольников BAC  и DAC ), OM  – его высота, а 

значит, и медиана.  Из равенства треугольников COB  и MOB  получаем, что RCBCM 2 , 

следовательно, .344  RCD  

Опустим из вершины D  высоту DH  на плоскость ABC . Тогда точка H  лежит на прямой, проходящей 

через точку A  параллельно CB . Пусть hDH  , xAH  . По теореме Пифагора из треугольников 

ADH  и BDH  получаем 
222 4Rhx  ,      2222

422 RhRRx  . 

Решая эти уравнения, находим, что Rx  , 3Rh  . 

Тогда объём V  пирамиды ABCD  равен 6
3

2
23

3

1 3
2 

R
RR . 
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1. Решите уравнение    423log423log 2
25,1

2
26 12   

xxxx xx . 

Ответ. 
3

5
,3  xx . 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно совокупности двух уравнений: 





















 

.0523

,08292

1423

,25,126
2

2

2

12

xxxx

xxxx

 

Из первого уравнения получаем 12 x  или 82 x , откуда 0x  или 3x . Из второго уравнения 

1x  или 
3

5
x . ОДЗ удовлетворяют только значения 3x  и 

3

5
x . 

 

2. Решите уравнение 
2

2tg

sin9cos78

4
sincos

8sin7cos9

4
coscos

2222

x

xx

xx

xx

xx





























. 

Ответ.  kkx ,
2




 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

x

x

x

xx

x

xx

2cos2

2sin

2cos

4
sincos

2cos

4
coscos



























, 

xxxxx cossin2
4

sin
4

coscos 



























, 

xxxx cossin2cos2cos  , 

откуда 0cos x  или 1tg x , т.е. kx 



2
 или  kkx ,

4



. Условию 02cos x  удовлетворяют 

только значения  kkx ,
2




. 

 

3. Решите систему уравнений 










.236

,32444 22

xyyx

yxxyyx
 

Ответ.  1;1  , 







 2;

2

1
. 

Решение. Первое уравнение можно переписать в виде     03222
2

 yxyx , откуда следует, что 

32  yx  или 12  yx . Если 12  yx , то подкоренное выражение во втором уравнении 

отрицательно и система не имеет решений. Если 32  yx , то второе уравнение принимает вид 

 3223  xx , откуда 1x  или 
2

1
x . 

В итоге получаем два решения – пары чисел  1;1   и 







 2;

2

1
. 

 

4. Дана трапеция ABCD  с основаниями BC  и AD . Окружность   радиуса 2, центр O  которой лежит на 

диагонали AC , касается отрезков BC , AB  и AD  в точках M , N  и K  соответственно. Известно, что 

3AN , а четырёхугольник KOCD  вписан в окружность  . Найдите угол AOB , площадь трапеции 

ABCD  и радиус окружности  . 

Ответ. 90AOB , 26S , 13
6

5
r . 

Решение. Окружность вписана в углы A  и B  трапеции, следовательно, её центр лежит на пересечении 

биссектрис этих углов. Поскольку угол между биссектрисами внутренних односторонних углов при 

параллельных прямых равен 90 , получаем 90AOB . 
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По теореме Пифагора из треугольника AON  находим, что 13222  NOANAO . Треугольник ABC  

равнобедренный, так как BO  является его высотой и биссектрисой. Значит, BO  также является 

медианой, поэтому 13 AOCO . Пусть  BCABACCAD . Из треугольника AON   

находим, что 
3

2
tg  , 

13

3
cos  , 

13

2
sin  . 

Поскольку вокруг четырёхугольника KOCD  можно описать окружность, сумма его противоположных 

углов равна 180 . Следовательно, 90OCD . Из прямоугольного треугольника ACD  находим, что 

3

26

cos




AC
AD , 

3

134
tg  ACCD . Из треугольника BOC получаем, что 

3

13

cos




CO
BC . 

Находим площадь трапеции:   26134
2

1

2

1
 ADBCMKS . 

Отрезок OD  является диаметром окружности  . Из треугольника COD  получаем: 

9

325

9

208
13222  CDCOOD ; 10

3

5
OD . Следовательно, радиус r  окружности   равен 

6

135
. 

 

5. Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение 305527 1512 yx ? 

Ответ. 144. 

Решение. Правая часть представляет собой произведение натуральных степеней чисел 2, 3, 5. 

Следовательно, в разложении левой части на простые множители также будут содержаться только 

множители 2, 3, 5. Тогда числа x  и y  можно записать как  253 x ,  253 y , где все 

показатели степеней есть целые неотрицательные числа. Уравнение принимает вид 
1103085272727 253253    , что равносильно системе уравнений 















.11027

,3027

,8527







 

Чтобы все переменные принимали целые неотрицательные значения необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялись условия  11;97;5;3;1 ,  4;2;0 ,  14;12;10;8;6;4;2;0 . Получаем шесть 

вариантов для первого уравнения, три варианта для второго и восемь для третьего. В итоге 

144836   решений. 

 

6. Найдите все значения переменной x , при каждом из которых оба выражения 

  x
x

xf tg32
cos

3

2
    и    

12

421

421

12 2

2 









x

xx

xx

x
xg  

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа равны, то 

меньшим считается любое из них). 

Ответ. 



























6

11
;

6

5
;2

2

1
;

22
;3


x . 

Решение. Меньшее из выражений не превосходит двух тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 

выражений не превосходит двух. Получаем совокупность неравенств 

 
 









.2

,2

xg

xf
 

Первое неравенство равносильно следующему: 

2tg32tg33 2  xx ,   01tg3
2
x , 

3

1
tg x ,  kkx ,

6



. 

Рассмотрим неравенство 2
12

421

421

12 2

2











x

xx

xx

x
. 
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В его левой части записана сумма двух взаимно обратных чисел. Она не превосходит двух в одном из 

двух случаев: 

 а) каждое из чисел отрицательно, т.е. 0

421

12

2






xx

x
, откуда 










2

1
;3x ; 

 б) каждое из чисел равно единице, т.е. 1

421

12

2






xx

x
, откуда 22 421144 xxxx  , 

 205 2 x , 2x . 

За счёт области определения функции  xf  получаем ограничение  mmx ,
2




, а за счёт области 

определения  xg  – ограничение  









2

1
\7;3x . 

Объединяя решения и учитывая ОДЗ, получаем, что 



























6

11
;

6

5
;2

2

1
;

22
;3


x . 

 

7. Даны пирамида ABCD  и сфера. Ребро AB  пирамиды является диаметром сферы; прямые, содержащие 

три других ребра, касаются сферы, а середины двух оставшихся рёбер лежат на сфере. Найдите 

угол ACB , длину ребра CD  и объём пирамиды ABCD , если 32AB . 

Ответ. 45ACB , 34CD , 6V . 

Решение. Предположим, что сфера касается прямых AC  и AD . Тогда AB  перпендикулярно плоскости 

ACD , поэтому сфера имеет единственную общую точку A  с плоскостью ACD , и значит, не имеет 

общих точек с ребром CD . С прямыми BA , BC , BD  сфера будет иметь по две точки пересечения, 

что противоречит условию. Аналогично доказывается, что сфера не может касаться одновременно 

рёбер BC  и BD . 

Значит, сфера касается ровно одной из двух прямых AC  или AD  – пусть, для определённости, ребра 

AD . Тогда сфера также касается прямых BC  и CD  и проходит через середины K  и L  рёбер AC  и 

BD  соответственно. 

Из касания сферы с прямой BC  следует, что ABBC  . Так как OK  – средняя линия треугольника ABC , 

то ABROKBC  22 , откуда вытекает, что ABC  – прямоугольный равнобедренный треугольник и 
45ACB . Аналогично доказывается, что BAD  – равнобедренный прямоугольный треугольник с 

гипотенузой BD . 

Пусть M  – точка касания сферы с ребром CD . Треугольник CDO – равнобедренный (т.к. отрезки CO  и 

DO  – это соответствующие медианы равных треугольников BAC  и BAD ), OM  – его высота, а 

значит, и медиана.  Из равенства треугольников COB  и COM  получаем, что RCBCM 2 , 

следовательно, 344  RCD  

Опустим из вершины D  высоту DH  на плоскость ABC . Тогда точка H  лежит на прямой, проходящей 

через точку A  параллельно CB . Пусть hDH  , xAH  . По теореме Пифагора из треугольников 

ADH  и CDH  получаем 
222 4Rhx  ,      2222

422 RhRRx  . 

Решая эти уравнения, находим, что Rx  , 3Rh  . 

Тогда объём V  пирамиды ABCD  равен 6
3

2
23

3

1 3
2 

R
RR . 
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1. Решите уравнение 
















 





93

42
93

1

22

2 45log45log xx
x

xx
x

. 

Ответ. 1,2  xx . 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно совокупности двух уравнений: 























 .193

,032

145

,421
2

2

93

2

2

xx

xxxx

xx
 

Из первого уравнения получаем 3x  или 1x ; из второго уравнения 2x  или 5x . ОДЗ 

удовлетворяют только значения 2x  и 1x . 

 

2. Решите уравнение 
2

2tg3

sin8cos67

3

2
sincos

7sin6cos8

6

5
coscos

2222

x

xx

xx

xx

xx





























. 

Ответ.  kkx ,
2




 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

x

x

x

xx

x

xx

2cos2

2sin3

2cos

3

2
sincos

2cos

6

5
coscos



























, 

xxxxx cossin3
3

2
sin

6

5
coscos 




























, 

xxxxxxx cossin3cos
2

3
sin

2

1
sin

2

1
cos

2

3
cos 














 , 

  xxxx cossin3cos3cos   

откуда 0cos x  или 1tg x , т.е. kx 



2
 или  kkx ,

4



. Условию 02cos x  

удовлетворяют только значения  kkx ,
2




. 

 

3. Решите систему уравнений 










.436

,32444 22

xyyx

yxxyyx
 

Ответ.  1;1 , 







2;

2

1
. 

Решение. Первое уравнение можно переписать в виде     03222
2

 yxyx , откуда следует, что 

32  yx  или 12  yx . Если 12  yx , то подкоренное выражение во втором уравнении 

отрицательно и система не имеет решений. Если 32  yx , то второе уравнение принимает вид 

  4233  xx , откуда 1x  или 
2

1
x . 

В итоге получаем два решения – пары чисел  1;1  и 







2;

2

1
. 

 

4. Дана трапеция ABCD  с основаниями BC  и AD . Окружность   радиуса 5 , центр O  которой лежит на 

диагонали BD , касается отрезков BC , CD  и AD  в точках M , N  и K  соответственно. Известно, что 

10BD , а четырёхугольник KOBA вписан в окружность  . Найдите угол COB , площадь трапеции 

ABCD  и радиус окружности  . 

Ответ. 90COB , 
2

75
S , 

2

5
r . 
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Решение. Окружность вписана в углы C  и D  трапеции, следовательно, её центр лежит на пересечении 

биссектрис этих углов. Поскольку угол между биссектрисами внутренних односторонних углов при 

параллельных прямых равен 90 , получаем 90 CODCOB . 

Треугольник DBC  равнобедренный, так как CO  является его высотой и биссектрисой. Значит, CO  

также является медианой, поэтому 5 BODO . Пусть  BDCBDACBD . Из 

прямоугольного треугольника MOB   находим, что 52BM , 
2

1
tg  , 

5

2
cos  , 

5

1
sin  . 

Поскольку вокруг четырёхугольника KOBA можно описать окружность, сумма его противоположных 

углов равна 180 . Следовательно, 90OBA . Из прямоугольного треугольника ABD  находим, что 

55
cos




BD
AD , 5sin  ADAB . Из треугольника BOC  получаем, что 

2

55

cos




BO
BC . 

Находим площадь трапеции:  
2

75

2

515
52

2

1

2

1
 ADBCMKS . 

Отрезок OA  является диаметром окружности  . Из треугольника AOB  получаем, что 

502525222  ABBOOA ; 25OD . Следовательно, радиус r  окружности   равен 
2

5
. 

 

5. Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение 224025 1045 yx ? 

Ответ. 189. 

Решение. Правая часть представляет собой произведение натуральных степеней чисел 2, 3, 5. 

Следовательно, в разложении левой части на простые множители также будут содержаться только 

множители 2, 3, 5. Тогда числа x  и y  можно записать как  253 x ,  253 y , где все 

показатели степеней есть целые неотрицательные числа. Уравнение принимает вид 
226280252525 253253    , что равносильно системе уравнений 















.2225

,6225

,8025







 

Чтобы все переменные принимали целые неотрицательные значения необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялись условия  16;14;12;10;8;6;4;2;0 ,  12;10;8;6;4;2;0 ,  4;2;0 . Получаем 

девять вариантов для первого уравнения, семь вариантов для второго и три для третьего. В итоге 

189379   решений. 

 

6. Найдите все значения переменной x , при каждом из которых оба выражения 

  4ctg32
sin

1

2
 x

x
xf    и    

32

224

224

32 2

2 









x

xx

xx

x
xg  

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа равны, то 

меньшим считается любое из них). 

Ответ.  


















6

7
;1;

62

3
;;4


 x . 

Решение. Меньшее из выражений не превосходит двух тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 

выражений не превосходит двух. Получаем совокупность неравенств 

 
 









.2

,2

xg

xf
 

Первое неравенство равносильно следующему: 

24ctg32ctg1 2  xx ,   03ctg
2
x , 3ctg x ,  kkx ,

6



. 

Рассмотрим неравенство 2
32

224

224

32 2

2











x

xx

xx

x
. 
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В его левой части записана сумма двух взаимно обратных чисел. Она не превосходит двух в одном из 

двух случаев: 

 а) каждое из чисел отрицательно, т.е. 0

224

32

2






xx

x
, откуда 










2

3
;4x ; 

 б) каждое из чисел равно единице, т.е. 1

224

32

2






xx

x
, откуда 22 2249124 xxxx  , 

 0322  xx , 1x . 

За счёт области определения функции  xf  получаем ограничение  mmx , , а за счёт области 

определения  xg  – ограничение  









2

3
\6;4x . 

Объединяя решения и учитывая эти ограничения, получаем, что  


















6

7
;1;

62

3
;;4


 x . 

 

7. Даны пирамида ABCD  и сфера. Ребро AC  пирамиды является диаметром сферы; прямые, содержащие 

три других ребра, касаются сферы, а середины двух оставшихся рёбер лежат на сфере. Найдите 

угол ABC , длину ребра BD  и объём пирамиды ABCD , если 6AC . 

Ответ. 45ABC , 12BD , 318V . 

Решение. Предположим, что сфера касается прямых AB  и AD . Тогда AC  перпендикулярно плоскости 

ABD , поэтому сфера имеет единственную общую точку A  с плоскостью ABD , и значит, не имеет 

общих точек с ребром BD . С прямыми CA , CB , CD  сфера будет иметь по две точки пересечения, что 

противоречит условию. Аналогично доказывается, что сфера не может касаться одновременно рёбер 

BC  и CD . 

Значит, сфера касается ровно одной из двух прямых AB  или AD  – пусть, для определённости, ребра 

AD . Тогда сфера также касается прямых BC  и BD  и проходит через середины K  и L  рёбер AB  и 

CD  соответственно. 

Из касания сферы с прямой BC  следует, что ACBC  . Так как OK  – средняя линия треугольника ABC , 

то ACROKBC  22 , откуда вытекает, что ABC  – прямоугольный равнобедренный треугольник и 
45ACB . Аналогично доказывается, что ACD  – равнобедренный прямоугольный треугольник с 

гипотенузой CD . 

Пусть M  – точка касания сферы с ребром BD . Треугольник BDO – равнобедренный (т.к. отрезки BO  и 

DO  – это соответствующие медианы равных треугольников BAC  и DAC ), OM  – его высота, а 

значит, и медиана.  Из равенства треугольников COB  и MOB  получаем, что RCBCM 2 , 

следовательно, 124  RCD . 

Опустим из вершины D  высоту DH  на плоскость ABC . Тогда точка H  лежит на прямой, проходящей 

через точку A  параллельно CB . Пусть hDH  , xAH  . По теореме Пифагора из треугольников 

ADH  и BDH  получаем 
222 4Rhx  ,      2222

422 RhRRx  . 

Решая эти уравнения, находим, что Rx  , 3Rh  . 

Тогда объём V  пирамиды ABCD  равен 318
3

2
23

3

1 3
2 

R
RR . 
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1. Решите систему уравнений 










.82

,16332
223

23

yxyxx

yxyx
 

Ответ.  2;2  ,  2;1  ,  648;624  ,  648;624  . 

Решение. Вычитая из первого уравнения второе уравнение, умноженное на 2, получаем 

02 22  yxyx , откуда xy 2  или xy  . 

Если xy  , то из первого уравнения следует, что 162 3 x , поэтому 2x , 2y . 

Если xy 2 , то первое уравнение системы принимает вид 016182 23  xx , откуда 1x  или 

624 x . В итоге получаем три решения – пары чисел  2;1  ,  648;624  , 

 648;624  . 

 

2. Решите уравнение  
xx

x
x

xx

x

cossin

cos
2tg

cossin

sin
3














. 

Ответ.  kkx ,
6




. 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

   xx

x

xxxx

xx

xx

x

cossin

cos

cossincossin

cossin2

cossin

sin
3
















, 

    xxxxxxxx cossincoscossin2cossinsin3  , 

   xxxxxx cossincoscossinsin3  . 

У последнего уравнения можем сократить обе части на xx cossin  , так как из ОДЗ следует, что 

0cossin  xx . В итоге получаем уравнение xx cossin3  , откуда 3ctg x ,  kkx ,
6




. Эти 

корни входят в ОДЗ. 

 

3. Решите уравнение        1log5116log1log5116log 3
1

2
56

3
1

2
56   xxxxxx xxxx . 

Ответ. 3x . 

Решение. Заметим, что    1log15116log 56
2

56   xxx xx ,    1log11log 2
1

3
1   xxx xx . 

Если обозначить  1log 56   xu x ,  1log 2
1   xxv x , то уравнение принимает вид 

      1111  vuvu 1 uv . 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем:     11log1log 56
2

1   xxx xx , откуда 

  11log 2
56  xxx , 0652  xx , 2x  или 3x . В ОДЗ входит только корень 3x . 

 

4. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD , в котором 90BCD . На стороне CD  выбрана точка K . 

Окружность   радиуса 2 , описанная вокруг треугольника BCK , касается отрезка AD  и касается 

прямой AB . Известно, что четырёхугольник ABKD  вписан в окружность   радиуса 13 . Найдите 

длину отрезка AB , угол BAD  и площадь четырёхугольника ABCD . 

Ответ. 
25

432
,

5

4
arccos

3

1
arctg2,6  SBADAB . 

Решение. Обозначим центры окружностей   и   через O  и Q , а радиусы – через R  и r  

соответственно. 

Прямоугольный треугольник BCK  с прямым углом при вершине C  вписан в окружность  , 

следовательно, сторона BK , лежащая напротив прямого угла, является диаметром этой окружности. 

Прямая AB  касается окружности   – значит, у окружности и прямой единственная общая точка, и 

это точка B ., т.е. B  является точкой касания. Прямая AB  перпендикулярна диаметру, проведённому 

в точку касания, поэтому угол ABK  – прямой.  



Решения олимпиады “Физтех–2014”, билет 5 

© МФТИ, 2014 14 

Так как четырёхугольник ABKD  списан в окружность, сумма его противоположных углов равна 180 . 

Следовательно, 90ADC , отрезок AK  является диаметром окружности  , а четырёхугольник 

ABCD  – это прямоугольная трапеция. 

В прямоугольном треугольнике ABK  известно, что 1322  RAK , 42  rBK . По теореме Пифагора 

находим, что 6AB . Окружность   вписана в угол DAB , поэтому её центр Q  лежит на биссектрисе 

этого угла. Значит, 
3

1
arctg22  BAQBAD . Тогда 

5

4

1

1
cos

9
1

9
1





BAD , 

5

3

1

2
sin

9
1

3
1





BAD . 

Обозначим BAD . Тогда  180CBA ,   9090CBACBK ,  CBKCKB 90 . 

Из треугольника CBK  находим, что 
5

12
sin  BKCB . Опустим из точки B  высоту BH  на сторону 

AD . Тогда из треугольника ABH  получаем: 
5

24
cos  ABAH , 

5

18
sin  ABBH . Тогда площадь S  

трапеции ABCD  равна    
25

432

5

18

5

48

2

1
2

2

1

2

1
 BHAHBCBHBCAD . 

 

5. Есть семь карточек с цифрами 0; 1; 2; 3; 3; 4; 5. Сколько существует различных шестизначных чисел, 

делящихся на 15, которые можно сложить из этих карточек? 

Ответ. 276 . 

Решение. Число делится на 15 тогда и только тогда, когда оно делится на 3 и на 5. 

Для делимости на три необходимо и достаточно, чтобы сумма цифр этого числа делилась на три. Значит, 

чтобы полученное число делилось на три, из всех данных цифр мы должны отбросить либо ноль, либо 

тройку. 

Чтобы число делилось на 5, на последнем месте должны стоять либо 5, либо 0. 

Рассмотрим все варианты. 

а) Отбрасываем цифру 3, на последнее место ставим цифру 0. Тогда на первые пять мест в произвольном 

порядке надо расставить цифры 1; 2; 3; 4; 5, что можно сделать 120!5   способами. 

б) Отбрасываем цифру 3, на последнее место ставим цифру 5. Тогда на первые пять мест надо расставить 

цифры 0; 1; 2; 3; 4. Этот случай отличается от предыдущего тем, что на первом месте не должен 

стоять ноль. Число способов можно посчитать так: из общего количества перестановок пяти цифр 

вычесть количество перестановок, в которых ноль стоит на первом месте. Если ноль стоит на первом 

месте, то для подсчёта нужно заметить, что мы имеем дело с перестановками четырёх цифр, 

находящихся на втором – пятом местах. В итоге получаем 96!4!5   способов. 

в) Отбрасываем цифру 0, на последнее место ставим 5. Тогда на оставшиеся 5 мест надо расставить 

цифры 1; 2; 2; 3; 4. Это можно сделать 60
2

!5
  способами. 

В итоге получаем 2766096120   способов. 

 

6. Найдите все значения переменной x , при каждом из которых оба выражения 

  


















4

cos
ctg

4

cos
tg 22 xx

xf


   и    
x

xxx
xg






1

22328 2

 

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа равны, то 

меньшим считается любое из них). 

Ответ.  7;2;;01;
22

;4 


 
















x . 

Решение. Меньшее из выражений не превосходит двух тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 

выражений не превосходит двух. Получаем совокупность неравенств 

 
 









.2

,2

xg

xf
 

Второе неравенство равносильно следующему: 
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   71;4

14

,7

,4

01

,0328

,01̀

,0328

0
1

328
2

1

22328

2

2

2 2


























































x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx

x

xxx
. 

Функция  xf  представляет собой сумму двух взаимно обратных положительных чисел. Она не 

превосходит двух только в одном случае – если каждое из чисел равно единице. Таким образом, 

неравенство   2xf  равносильно уравнению 1
4

cos
tg2 







 x
, откуда  k

kx
,

244

cos 
, 

 kkx ,21cos . Учитывая, что 1cos1  x , получаем, что решения есть только при 1k  и 

0k , и эти решения задаются формулой  llx , . 

За счёт области определения функции  xf  получаем ограничение  mmx ,
2




, а за счёт области 

определения  xg  – ограничение    1\7;4 x . 

Объединяя решения и учитывая эти ограничения, находим, что  7;2;;01;
22

;4 


 
















x . 

 

7. В треугольной пирамиде SABC  из вершины S  опустили высоту SH . Известно, что BCAB  , ACAB  . 

Сфера, построенная на отрезке SH  как на диаметре, проходит через середины четырёх рёбер пирамиды, 

и её радиус равен 3. 

а) Найдите длину ребра AB  и угол ACB . 

б) Пусть дополнительно известно, что прямая, проходящая через вершину C  и середину ребра SA , 

касается сферы. Найдите объём пирамиды SABC . 

Ответ. 336,90,12  VACBAB  . 

Решение. а) Поскольку сфера построена на высоте пирамиды как на диаметре, она касается плоскости 

основания ABC . Значит, сфера имеет с плоскостью ABC  ровно одну общую точку H  и эта точка 

является серединой одного из рёбер. Поскольку сфера проходит через середины четырёх рёбер 

пирамиды, она также пересекает отрезки SA , SB , SC  в их серединах – точках K , L , M  

соответственно.  

Из касания сферы с плоскостью ABC  следует, что SHAH  , SHBH  , SHCH  . Значит, треугольники 

AHS , BHS  и CHS  прямоугольные. Отрезки OK , OL , OM  являются их средними линиями. 

Следовательно, ROKAH 22  , RBH 2 , RCH 2 . По теореме Пифагора находим, что 

22RSCSBSA  . 

Предположим, что BCH  . Тогда получаем, что в треугольнике ABC  медиана AH  равна половине той 

стороны, к которой она проведена. Отсюда следует, что треугольник ABC  – прямоугольный с прямым 

углом при вершине A , т.е. отрезок BC  является его самой длинной стороной, что противоречит 

условию. Аналогично доказывается, что H  не может принадлежать AC . Поэтому ABH  . Значит, 

124  RHBAHAB , 90ACB . 

б) Прямые CH  и CK  – это две касательные к сфере, проведённые из одной точки. Следовательно, 

RCHCK 2 . По формуле для медианы в треугольнике SAC  получаем уравнение 
2222 224 ACSCSAKC  , т.е. 2222 282816 BCRRR  , откуда RAC 2 . По теореме Пифагора 

из треугольника ABC  находим, что 32RBC  . Значит, объём пирамиды V  равен 

336
3

4
322

2

1
2

3

1 3


R

RRR . 
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1. Решите систему уравнений 











.022532

,01

223

23

yxyxy

xyxy
 

Ответ.  1;1  ,  1;2 , 












 


2

51
;15 , 













 


2

51
;15 . 

Решение. Вычитая из второго уравнения первое уравнение, умноженное на 2, получаем 

023 22  yxyx , откуда yx 2  или yx  . 

Если yx  , то из первого уравнения следует, что 013 y , поэтому 1x , 1y . 

Если yx 2 , то первое уравнение системы принимает вид 0242 23  yy , откуда 1y  или 

2

51
y . В итоге получаем три решения – пары чисел  1;2 , 













 


2

51
;15 , 













 


2

51
;15 . 

 

2. Решите уравнение 
xx

x
x

xx

x

cossin

sin3
2tg

cossin

cos





. 

Ответ.  kkx ,
6




 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

   xx

x

xxxx

xx

xx

x

cossin

sin
3

cossincossin

cossin2

cossin

cos








, 

   xxxxxxxx cossinsin3cossin2cossincos  , 

   xxxxxx cossinsin3cossincos  . 

У последнего уравнения можем сократить обе части на xx cossin  , так как из ОДЗ следует, что 

0cossin  xx . В итоге получаем уравнение xx sin3cos  , откуда 
3

1
tg x ,  kkx ,

6



. 

Эти корни входят в ОДЗ. 

 

3. Решите уравнение        1log67log1log67log 3
1

2
67

3
1

2
67   xxxxxx xxxx . 

Ответ. 7x . 

Решение. Заметим, что    1log167log 67
2

67   xxx xx ,    1log11log 2
1

3
1   xxx xx . 

Если обозначить  1log 67   xu x ,  1log 2
1   xxv x , то уравнение принимает вид 

      1111  vuvu 1 uv . 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем:     11log1log 67
2

1   xxx xx , откуда 

  11log 2
67  xxx , 0782  xx , 1x  или 7x . В ОДЗ входит только корень 7x . 

 

4. Четырёхугольник ABKD  вписан в окружность   радиуса 37 . На стороне KD  выбрана точка C   так, 

что 90BCD . Окружность   радиуса 6 , описанная вокруг треугольника BCK , касается отрезка AD  

и касается прямой AB . Найдите длину отрезка AB , угол BAD  и площадь четырёхугольника ABCD . 

Ответ. 
25

192
,

5

4
arccos3arctg2,2  SBADAB  . 

Решение. Обозначим центры окружностей   и   через O  и Q , а радиусы – через R  и r  

соответственно. 

Прямоугольный треугольник BCK  с прямым углом при вершине C  вписан в окружность  , 

следовательно, сторона BK , лежащая напротив прямого угла, является диаметром этой окружности. 

Прямая AB  касается окружности   – значит, у окружности и прямой единственная общая точка, и 

это точка B ., т.е. B  является точкой касания. Прямая AB  перпендикулярна диаметру, проведённому 

в точку касания, поэтому угол ABK  – прямой.  
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Так как четырёхугольник ABKD  списан в окружность, сумма его противоположных углов равна 180 . 

Следовательно, 90ADK , отрезок AK  является диаметром окружности  , а четырёхугольник 

ABCD  – это прямоугольная трапеция. 

В прямоугольном треугольнике ABK  известно, что 3722  RAK , 122  rBK . По теореме Пифагора 

находим, что 2AB . Окружность   вписана в угол DAB , поэтому её центр Q  лежит на биссектрисе 

этого угла. Значит, 3arctg22  BAQBAD . Тогда 
5

4

91

91
cos 




BAD , 

5

3

91

32
sin 




BAD . 

Обозначим BAD . Тогда  180CBA ,   180180 BADCKB . Из треугольника CBK  

находим, что  
5

36
180sin  BKCB . Опустим из точки A  высоту AH  на сторону BC . Тогда из 

треугольника ABH  получаем:  
5

6
180sin  ABAH ,  

5

8
180cos  ABBH . Тогда площадь S  

трапеции ABCD  равна    
25

192

5

6

5

64

2

1
2

2

1

2

1
 AHBHBCAHBCAD . 

 

5. Есть восемь карточек с цифрами 0; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 8. Сколько существует различных семизначных чисел, 

делящихся на 15, которые можно сложить из этих карточек? 

Ответ. 1680 . 

Решение. Число делится на 15 тогда и только тогда, когда оно делится на 3 и на 5. 

Для делимости на три необходимо и достаточно, чтобы сумма цифр этого числа делилась на три. Значит, 

чтобы полученное число делилось на три, из всех данных цифр мы должны отбросить либо 

восьмёрку, либо пятёрку. 

Чтобы число делилось на 5, на последнем месте должны стоять либо 5, либо 0. 

Рассмотрим все варианты. 

а) Отбрасываем цифру 8, на последнее место ставим цифру 0. Тогда на первые шесть мест 

в произвольном порядке надо расставить цифры 3; 4; 5; 6; 7; 8, что можно сделать 720!6   способами. 

б) Отбрасываем цифру 8, на последнее место ставим цифру 5. Тогда на первые шесть мест надо 

расставить цифры 0; 3; 4; 6; 7; 8. Этот случай отличается от предыдущего тем, что на первом месте не 

должен стоять ноль. Число способов можно посчитать так: из общего количества перестановок шести 

цифр вычесть количество перестановок, в которых ноль стоит на первом месте. Если ноль стоит на 

первом месте, то для подсчёта нужно заметить, что мы имеем дело с перестановками пяти цифр, 

находящихся на втором – шестом местах. В итоге получаем 600!5!6   способов. 

в) Отбрасываем цифру 5, на последнее место ставим 0. Тогда на оставшиеся 6 мест надо расставить 

цифры 3; 4; 6; 7; 8; 8. Это можно сделать 360
2

!6
  способами. 

В итоге получаем 1680360600720   способов. 

 

6. Найдите все значения переменной x , при каждом из которых оба выражения 

  






















22

cos
ctg

22

cos
tg 22 xx

xf


   и    
x

xxx
xg






2

42215 2

 

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа равны, то 

меньшим считается любое из них). 

Ответ. 

























 3;

4

3
;

4
;

4
2;

2

3

2

3
;5


x . 

Решение. Меньшее из выражений не превосходит двух тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 

выражений не превосходит двух. Получаем совокупность неравенств 

 
 









.2

,2

xg

xf
 

Второе неравенство равносильно следующему: 
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   32;5

25

,3

,5

02

,0215

,02

,0215

0
2

215
2

2

42215

2

2

2 2


























































x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx

x

xxx
. 

Функция  xf  представляет собой сумму двух взаимно обратных положительных чисел. Она не 

превосходит двух только в одном случае – если каждое из чисел равно единице. Таким образом, 

неравенство   2xf  равносильно уравнению 1
22

cos
tg 2 









 x
, откуда  k

kx
,

2422

cos 
, 




 k
k

x ,
2

21
cos . Учитывая, что 1cos1  x , получаем, что решения есть только при 1k  и 

0k , и эти решения задаются формулой  l
l

x ,
24


. 

За счёт области определения функции  xf  получаем ограничение  mmx ,
2




, а за счёт области 

определения  xg  – ограничение    2\3;5 x . 

Объединяя решения и учитывая эти ограничения, находим, что 


























 3;

4

3
;

4
;

4
2;

2

3

2

3
;5


x . 

 

7. В треугольной пирамиде SABC  из вершины S  опустили высоту SH . Известно, что 6SH , BCAC  , 

ACAB  . Сфера, построенная на отрезке SH  как на диаметре, проходит через середины четырёх рёбер 

пирамиды. 

а) Найдите длину ребра AC  и угол ABC . 

б) Пусть дополнительно известно, что прямая, проходящая через вершину B  и середину ребра SC , 

касается сферы. Найдите объём пирамиды SABC . 

Ответ. 336,90,12  VABCAC  . 

Решение. а) Поскольку сфера построена на высоте пирамиды как на диаметре, она касается плоскости 

основания ABC . Значит, сфера имеет с плоскостью ABC  ровно одну общую точку H  и эта точка 

является серединой одного из рёбер. Поскольку сфера проходит через середины четырёх рёбер 

пирамиды, она также пересекает отрезки SA , SB , SC  в их серединах – точках K , L , M  

соответственно.  

Из касания сферы с плоскостью ABC  следует, что SHAH  , SHBH  , SHCH  . Значит, треугольники 

AHS , BHS  и CHS  прямоугольные. Отрезки OK , OL , OM  являются их средними линиями. 

Следовательно, ROKAH 22  , RBH 2 , RCH 2 . По теореме Пифагора находим, что 

22RSCSBSA  . 

Предположим, что BCH  . Тогда получаем, что в треугольнике ABC  медиана AH  равна половине той 

стороны, к которой она проведена. Отсюда следует, что треугольник ABC  – прямоугольный с прямым 

углом при вершине A , т.е. отрезок BC  является его самой длинной стороной, что противоречит 

условию. Аналогично доказывается, что H  не может принадлежать AB . Поэтому ACH  . Значит, 

124  RHCAHAC , 90ABC . 

б) Прямые BH  и BL  – это две касательные к сфере, проведённые из одной точки. Следовательно, 

RBHBL 2 . По формуле для медианы в треугольнике SBC  получаем уравнение 
2222 224 BCSBSCBM  , т.е. 2222 282816 BCRRR  , откуда RBC 2 . По теореме Пифагора 

из треугольника ABC  находим, что 32RAB  . Значит, объём пирамиды V  равен 

336
3

4
322

2

1
2

3

1 3


R

RRR . 
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1. Решите систему уравнений 











.016332

,082

23

223

yxyx

yxyxx
 

Ответ.  2;2  ,  2;1  ,  648;624  ,  648;624  . 

Решение. Вычитая из второго уравнения первое уравнение, умноженное на 2, получаем 

02 22  yxyx , откуда xy   или xy 2 . 

Если xy  , то из первого уравнения следует, что 83 x , поэтому 2x , 2y . 

Если xy 2 , то первое уравнение системы принимает вид 089 23  xx , откуда 1x  или 624 x . 

В итоге получаем три решения – пары чисел  2;1  ,  648;624  ,  648;624  . 

 

2. Решите уравнение 
xx

x
x

xx

x

cossin

sin
2tg

cossin

cos3





. 

Ответ.  kkx ,
3




. 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

   xx

x

xxxx

xx

xx

x

cossin

sin

cossincossin

cossin2

cossin

cos3








, 

   xxxxxxxx cossinsincossin2cossincos3  , 

   xxxxxx cossinsincossincos3  . 

У последнего уравнения можем сократить обе части на xx cossin  , так как из ОДЗ следует, что 

0cossin  xx . В итоге получаем уравнение xx sincos3  , откуда 3tg x ,  kkx ,
3




. Эти 

корни входят в ОДЗ. 

 

3. Решите уравнение        8log16269log8log16269log 3
2

2
89

3
2

2
89   xxxxxx xxxx . 

Ответ. 4x . 

Решение. Заметим, что    2log116269log 89
2

89   xxx xx ,    42log18log 2
2

3
2   xxx xx . 

Если обозначить  2log 89   xu x ,  42log 2
2   xxv x , то уравнение принимает вид 

      1111  vuvu 1 uv . 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем:     12log42log 89
2

2   xxx xx , откуда 

  142log 2
89  xxx , 01272  xx , 4x  или 3x . В ОДЗ входит только корень 4x . 

 

4. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD , в котором 90BCD . На стороне CD  выбрана точка K . 

Окружность   радиуса 5 , описанная вокруг треугольника BCK , касается отрезка AD  и касается 

прямой AB . Известно, что четырёхугольник ABKD  вписан в окружность   радиуса 5 . Найдите длину 

отрезка AB , угол BAD  и площадь четырёхугольника ABCD . 

Ответ. 
289

7360
,

17

15
arccos

4

1
arctg2,54  SBADAB . 

Решение. Обозначим центры окружностей   и   через O  и Q , а радиусы – через R  и r  

соответственно. 

Прямоугольный треугольник BCK  с прямым углом при вершине C  вписан в окружность  , 

следовательно, сторона BK , лежащая напротив прямого угла, является диаметром этой окружности. 

Прямая AB  касается окружности   – значит, у окружности и прямой единственная общая точка, и 

это точка B ., т.е. B  является точкой касания. Прямая AB  перпендикулярна диаметру, проведённому 

в точку касания, поэтому угол ABK  – прямой.  

Так как четырёхугольник ABKD  списан в окружность, сумма его противоположных углов равна 180 . 

Следовательно, 90ADC , отрезок AK  является диаметром окружности  , а четырёхугольник 

ABCD  – это прямоугольная трапеция. 
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В прямоугольном треугольнике ABK  известно, что 102  RAK , 522  rBK . По теореме Пифагора 

находим, что 54AB . Окружность   вписана в угол DAB , поэтому её центр Q  лежит на 

биссектрисе этого угла. Значит, 
4

1
arctg22  BAQBAD . Тогда 

17

15

1

1
cos

16
1

16
1





BAD , 

17

8

1

2
sin

16
1

4
1





BAD . 

Обозначим BAD . Тогда  180BKD ,  BKDCKB 180 . Из треугольника CBK  

находим, что 
17

516
sin  BKCB . Опустим из точки B  высоту BH  на сторону AD . Тогда из 

треугольника ABH  получаем: 
17

560
cos  ABAH , 

17

532
sin  ABBH . Тогда площадь S  

трапеции ABCD  равна    
289

7360

25

432

17

532

17

592

2

1
2

2

1

2

1
 BHAHBCBHBCAD . 

 

5. Есть семь карточек с цифрами 0; 1; 2; 2; 3; 4; 5. Сколько существует различных шестизначных чисел, 

делящихся на 15, которые можно сложить из этих карточек? 

Ответ. 276 . 

Решение. Число делится на 15 тогда и только тогда, когда оно делится на 3 и на 5. 

Для делимости на три необходимо и достаточно, чтобы сумма цифр этого числа делилась на три. Значит, 

чтобы полученное число делилось на три, из всех данных цифр мы должны отбросить либо двойку, 

либо пятёрку. 

Чтобы число делилось на 5, на последнем месте должны стоять либо 5, либо 0. 

Рассмотрим все варианты. 

а) Отбрасываем цифру 2, на последнее место ставим цифру 0. Тогда на первые пять мест в произвольном 

порядке надо расставить цифры 1; 2; 3; 4; 5, что можно сделать 120!5   способами. 

б) Отбрасываем цифру 2, на последнее место ставим цифру 5. Тогда на первые пять мест надо расставить 

цифры 0; 1; 2; 3; 4. Этот случай отличается от предыдущего тем, что на первом месте не должен 

стоять ноль. Число способов можно посчитать так: из общего количества перестановок пяти цифр 

вычесть количество перестановок, в которых ноль стоит на первом месте. Если ноль стоит на первом 

месте, то для подсчёта нужно заметить, что мы имеем дело с перестановками четырёх цифр, 

находящихся на втором – пятом местах. В итоге получаем 96!4!5   способов. 

в) Отбрасываем цифру 5, на последнее место ставим 0. Тогда на оставшиеся 5 мест надо расставить 

цифры 1; 2; 2; 3; 4. Это можно сделать 60
2

!5
  способами. 

В итоге получаем 2766096120   способов. 

 

6. Найдите все значения переменной x , при каждом из которых оба выражения 

  


















4

sin
ctg

4

sin
tg 22 xx

xf


   и    
1

22432 2






x

xxx
xg  

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа равны, то 

меньшим считается любое из них). 

Ответ.      








 8;
2

5
;

2

3
;

2
1;00;;4


 x . 

Решение. Меньшее из выражений не превосходит двух тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 

выражений не превосходит двух. Получаем совокупность неравенств 

 
 









.2

,2

xg

xf
 

Второе неравенство равносильно следующему: 
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   81;4

14

,4

,8

01

,0432

,01

,0432

0
1

432
2

1

22432

2

2

2 2


























































x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx

x

xxx
. 

Функция  xf  представляет собой сумму двух взаимно обратных положительных чисел. Она не 

превосходит двух только в одном случае – если каждое из чисел равно единице. Таким образом, 

неравенство   2xf  равносильно уравнению 1
4

sin
tg2 







 x
, откуда  k

kx
,

244

sin 
, 




 k
k

x ,
2

21
sin . Учитывая, что 1sin1  x , получаем, что решения есть только при 1k  и 

0k , и эти решения задаются формулой  llx ,
2




. 

За счёт области определения функции  xf  получаем ограничение  mmx , , а за счёт области 

определения  xg  – ограничение   1\8;4x . 

Объединяя решения и учитывая эти ограничения, находим, что 

     








 8;
2

5
;

2

3
;

2
1;00;;4


 x . 

 

7. В треугольной пирамиде SABC  из вершины S  опустили высоту SH . Известно, что BCAC  , ACAB  . 

Сфера, построенная на отрезке SH  как на диаметре, проходит через середины четырёх рёбер пирамиды, 

и её радиус равен 3 . 

а) Найдите длину ребра AC  и угол ABC . 

б) Пусть дополнительно известно, что прямая, проходящая через вершину B  и середину ребра SA , 

касается сферы. Найдите объём пирамиды SABC . 

Ответ. 12,90,34  VABCAC  . 

Решение. а) Поскольку сфера построена на высоте пирамиды как на диаметре, она касается плоскости 

основания ABC . Значит, сфера имеет с плоскостью ABC  ровно одну общую точку H  и эта точка 

является серединой одного из рёбер. Поскольку сфера проходит через середины четырёх рёбер 

пирамиды, она также пересекает отрезки SA , SB , SC  в их серединах – точках K , L , M  

соответственно.  

Из касания сферы с плоскостью ABC  следует, что SHAH  , SHBH  , SHCH  . Значит, треугольники 

AHS , BHS  и CHS  прямоугольные. Отрезки OK , OL , OM  являются их средними линиями. 

Следовательно, ROKAH 22  , RBH 2 , RCH 2 . По теореме Пифагора находим, что 

22RSCSBSA  . 

Предположим, что BCH  . Тогда получаем, что в треугольнике ABC  медиана AH  равна половине той 

стороны, к которой она проведена. Отсюда следует, что треугольник ABC  – прямоугольный с прямым 

углом при вершине A , т.е. отрезок BC  является его самой длинной стороной, что противоречит 

условию. Аналогично доказывается, что H  не может принадлежать AB . Поэтому ACH  . Значит, 

344  RHCAHAC , 90ABC . 

б) Прямые BH  и BK  – это две касательные к сфере, проведённые из одной точки. Следовательно, 

RBHBK 2 . По формуле для медианы в треугольнике SBA  получаем уравнение 
2222 224 ABSBSABK  , т.е. 2222 282816 ABRRR  , откуда RAB 2 . По теореме Пифагора из 

треугольника ABC  находим, что 32RBC  . Значит, объём пирамиды V  равен 
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1. Решите систему уравнений 











.222

,1

223

23

yxyxy

xyxy
 

Ответ.  1;1 ,  1;2  , 












 


2

51
;51 , 













 


2

51
;51 . 

Решение. Вычитая из второго уравнения первое уравнение, умноженное на 2, получаем 

023 22  yxyx , откуда yx   или yx 2 . 

Если yx  , то из первого уравнения следует, что 13 y , поэтому 1y , 1x . 

Если yx 2 , то первое уравнение системы принимает вид 012 23  yy , откуда 1y  или 

2

51
y . В итоге получаем три решения – пары чисел  1;2  , 













 


2

51
;51 , 













 


2

51
;51 . 

 

2. Решите уравнение 













x

xx

x

xx

x
2tg

cossin

cos
3

cossin

sin
. 

Ответ.  kkx ,
3




. 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

  















 xxxx

xx

xx

x

xx

x

cossincossin

cossin2

cossin

cos
3

cossin

sin
, 

    xxxxxxxx cossin2cossincos3cossinsin  , 

   xxxxxx cossincos3cossinsin  . 

У последнего уравнения можем сократить обе части на xx cossin  , так как из ОДЗ следует, что 

0cossin  xx . В итоге получаем уравнение xx cos3sin  , откуда 3tg x ,  kkx ,
3




. 

Эти корни входят в ОДЗ. 

 

 

3. Решите уравнение        8log18132log8log18132log 3
2

2
92

3
2

2
92   xxxxxx xxxx . 

Ответ. 5x . 

Решение. Заметим, что    2log118132log 92
2

92   xxx xx ,    42log18log 2
2

3
2   xxx xx . 

Если обозначить  2log 92   xu x ,  42log 2
2   xxv x , то уравнение принимает вид 

      1111  vuvu 1 uv . 

Возвращаясь к исходным переменным, получаем:     12log42log 92
2

2   xxx xx , откуда 

  142log 2
92  xxx , 0542  xx , 5x  или 1x . В ОДЗ входит только корень 5x . 

 

4. Четырёхугольник ABKD  вписан в окружность   радиуса 17 . На стороне KD  выбрана точка C   так, 

что 90BCD . Окружность   радиуса 4 , описанная вокруг треугольника BCK , касается отрезка AD  

и касается прямой AB . Найдите длину отрезка AB , угол BAD  и площадь четырёхугольника ABCD . 

Ответ. 
25

232
,

5

3
arccos2arctg2,2  SBADAB  . 

Решение. Обозначим центры окружностей   и   через O  и Q , а радиусы – через R  и r  

соответственно. 

Прямоугольный треугольник BCK  с прямым углом при вершине C  вписан в окружность  , 

следовательно, сторона BK , лежащая напротив прямого угла, является диаметром этой окружности. 

Прямая AB  касается окружности   – значит, у окружности и прямой единственная общая точка, и 
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это точка B ., т.е. B  является точкой касания. Прямая AB  перпендикулярна диаметру, проведённому 

в точку касания, поэтому угол ABK  – прямой.  

Так как четырёхугольник ABKD  списан в окружность, сумма его противоположных углов равна 180 . 

Следовательно, 90ADK , отрезок AK  является диаметром окружности  , а четырёхугольник 

ABCD  – это прямоугольная трапеция. 

В прямоугольном треугольнике ABK  известно, что 1722  RAK , 82  rBK . По теореме Пифагора 

находим, что 2AB . Окружность   вписана в угол DAB , поэтому её центр Q  лежит на биссектрисе 

этого угла. Значит, 2arctg22  BAQBAD . Тогда 
5

3

41

41
cos 




BAD , 

5

4

41

22
sin 




BAD . 

Обозначим BAD . Тогда  180CBA ,   180180 BADCKB . Из треугольника CBK  

находим, что  
5

32
180sin  BKCB . Опустим из точки A  высоту AH  на сторону BC . Тогда из 

треугольника ABH  получаем:  
5

8
180sin  ABAH ,  

5

6
180cos  ABBH . Тогда площадь S  

трапеции ABCD  равна    
25

232

5

8

5

58

2

1
2

2

1

2

1
 AHBHBCAHBCAD . 

 

5. Есть восемь карточек с цифрами 0; 1; 2; 2; 3; 4; 5; 6. Сколько существует различных семизначных чисел, 

делящихся на 15, которые можно сложить из этих карточек? 

Ответ. 1680 . 

Решение. Число делится на 15 тогда и только тогда, когда оно делится на 3 и на 5. 

Для делимости на три необходимо и достаточно, чтобы сумма цифр этого числа делилась на три. Значит, 

чтобы полученное число делилось на три, из всех данных цифр мы должны отбросить либо двойку, 

либо пятёрку. 

Чтобы число делилось на 5, на последнем месте должны стоять либо 5, либо 0. 

Рассмотрим все варианты. 

а) Отбрасываем цифру 2, на последнее место ставим цифру 0. Тогда на первые шесть мест 

в произвольном порядке надо расставить цифры 1; 2; 3; 4; 5; 6, что можно сделать 720!6   способами. 

б) Отбрасываем цифру 2, на последнее место ставим цифру 5. Тогда на первые шесть мест надо 

расставить цифры 0; 1; 2; 3; 4; 6. Этот случай отличается от предыдущего тем, что на первом месте не 

должен стоять ноль. Число способов можно посчитать так: из общего количества перестановок шести 

цифр вычесть количество перестановок, в которых ноль стоит на первом месте. Если ноль стоит на 

первом месте, то для подсчёта нужно заметить, что мы имеем дело с перестановками пяти цифр, 

находящихся на втором – шестом местах. В итоге получаем 600!5!6   способов. 

в) Отбрасываем цифру 5, на последнее место ставим 0. Тогда на оставшиеся 6 мест надо расставить 

цифры 1; 2; 2; 3; 4; 6. Это можно сделать 360
2

!6
  способами. 

В итоге получаем 1680360600720   способов. 

 

 

6. Найдите все значения переменной x , при каждом из которых оба выражения 

  






















22

sin
ctg

22

sin
tg 22 xx

xf


   и    
4

82524 2






x

xxx
xg  

определены, причём значение меньшего из выражений не превосходит двух (если два числа равны, то 

меньшим считается любое из них). 

Ответ.      








 8;
4

9
;

4

7
4;;00;3


 x . 

Решение. Меньшее из выражений не превосходит двух тогда и только тогда, когда хотя бы одно из 

выражений не превосходит двух. Получаем совокупность неравенств 

 
 









.2

,2

xg

xf
 

Второе неравенство равносильно следующему: 
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   84;3

43

,8

,3

04

,0524

,04

,0524

0
4

524
2

4

82524

2

2

2 2


























































x

x

x

x

x

xx

x

xx

x

xx

x

xxx
. 

Функция  xf  представляет собой сумму двух взаимно обратных положительных чисел. Она не 

превосходит двух только в одном случае – если каждое из чисел равно единице. Таким образом, 

неравенство   2xf  равносильно уравнению 1
22

sin
tg2 









 x
, откуда  k

kx
,

2422

sin 
, 




 k
k

x ,
2

21
sin . Учитывая, что 1sin1  x , получаем, что решения есть только при 1k  и 

0k , и эти решения задаются формулой  l
l

x ,
24


. 

За счёт области определения функции  xf  получаем ограничение  mmx , , а за счёт области 

определения  xg  – ограничение    4\8;3x . 

Объединяя решения и учитывая эти ограничения, находим, что      








 8;
4

9
;

4

7
4;;00;3


 x . 

 

7. В треугольной пирамиде SABC  из вершины S  опустили высоту SH . Известно, что 32SH , BCAB  , 

ACAB  . Сфера, построенная на отрезке SH  как на диаметре, проходит через середины четырёх рёбер 

пирамиды. 

а) Найдите длину ребра AB  и угол ACB . 

б) Пусть дополнительно известно, что прямая, проходящая через вершину C  и середину ребра SB , 

касается сферы. Найдите объём пирамиды SABC . 

Ответ. 12,90,34  VACBAB  . 

Решение. а) Поскольку сфера построена на высоте пирамиды как на диаметре, она касается плоскости 

основания ABC . Значит, сфера имеет с плоскостью ABC  ровно одну общую точку H  и эта точка 

является серединой одного из рёбер. Поскольку сфера проходит через середины четырёх рёбер 

пирамиды, она также пересекает отрезки SA , SB , SC  в их серединах – точках K , L , M  

соответственно.  

Из касания сферы с плоскостью ABC  следует, что SHAH  , SHBH  , SHCH  . Значит, треугольники 

AHS , BHS  и CHS  прямоугольные. Отрезки OK , OL , OM  являются их средними линиями. 

Следовательно, ROKAH 22  , RBH 2 , RCH 2 . По теореме Пифагора находим, что 

22RSCSBSA  . 

Предположим, что BCH  . Тогда получаем, что в треугольнике ABC  медиана AH  равна половине той 

стороны, к которой она проведена. Отсюда следует, что треугольник ABC  – прямоугольный с прямым 

углом при вершине A , т.е. отрезок BC  является его самой длинной стороной, что противоречит 

условию. Аналогично доказывается, что H  не может принадлежать AC . Поэтому ABH  . Значит, 

344  RHBAHAB , 90ACB . 

б) Прямые CH  и CL  – это две касательные к сфере, проведённые из одной точки. Следовательно, 

RCHCL 2 . По формуле для медианы в треугольнике SBC  получаем уравнение 
2222 224 BCSCSBMC  , т.е. 2222 282816 BCRRR  , откуда RBC 2 . По теореме Пифагора 

из треугольника ABC  находим, что 32RAC  . Значит, объём пирамиды V  равен 
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3

4
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Задача считается полностью решенной (и за нее начисляется максимально возможное количество баллов), 

только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полностью объяснены все 

имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к упрощенному виду. 

Наличие верного ответа по задаче не гарантирует выставление положительного балла.  

 
 

1(5). Верно рассмотрены оба случая  “основания равны” и “подлогарифмическое выражение равно 

единице” …...….........................................................................................................................................+5 очков. 

Рассмотрен только один из этих случаев. ......................………..........................не более 2 очков за всю задачу. 

За каждый посторонний корень............................................................................................................снять 1 очко. 

 

2(5). Уравнение сведено к уравнению вида      xxAxxx cossinsincoscos   ..............................+1 очко. 

Уравнение сведено к уравнению вида xxxx cossincoscos  ..................................................................+2 очка. 

Решено полученное уравнение........................................................................................................................+1 очко. 

Сделан отбор корней при условии, что уравнение решено верно...............................................................+1 очко. 

Потеряны решения при 0cos x ...................................................................................................................снять 2 очка. 

Если уравнение     xAxx sinsincos    решено неверно или не решено ... не более 2 очков за всю задачу. 

Неверно решено элементарное тригонометрическое уравнение........................ не более 3 очков за всю задачу. 

Ошибка в знаке в формуле приведения арифметической не считается. 

 

3(5). Первое уравнение системы решено как квадратное.............................................................................+2 очка. 

Разобран случай, в котором подкоренное выражение во втором уравнении отрицательно.........................+1 очко. 

Разобран случай, дающий пару решений.......................................................................................................+2 очка. 

Угадано одно решение (или оба решения)......................................................................................................0 очков. 

 

4(8). Найден искомый угол..............................................................................................................................+2 очка. 

Если найдены и площадь, и радиус, то +6 очков. 

Если задача решена не полностью, то выставляются следующие промежуточные оценки: 

Найдена искомая площадь...............................................................................................................................+3 очка. 

Найден радиус...................................................................................................................................................+2 очка. 

 

5(6). Правая часть представлена в виде произведения степеней трёх простых чисел...............................+1 очко. 

Задача сведена к решению системы уравнений в целых неотрицательных числах..................................+1 очко. 

Найдено количество решений всех трёх уравнений.....................................................................................+2 очка. 

Найдено количество решений только двух полученных уравнений.........................................................+1 очко. 

Верный принцип подсчёта количества решений (применено правило произведения).............................+2 очка. 

 

6(8). Решено неравенство   2xf ...................................................................................................................+2 очка. 

Решено неравенство   2xg ...........................................................................................................................+3 очка. 

 – если при этом не сделан отбор по ОДЗ функции  xg , то 1 очко вместо 3. 

 – если разобран только один из случаев 0
b

a
 или 0

b

a
, то 1 очко вместо 3. 

 – если присутствуют обе эти ошибки, то 0 очков вместо 3. 

 – за неэквивалентное преобразование неравенства 0 очков вместо 3. 

Верно выписан ответ с учётом ОДЗ обеих функций.....................................................................................+3 очка. 

 

7(9). Описано, какой вид имеет пирамида (каких ребер касается сфера)...................................................+2 очка. 

Обоснована единственность конфигурации..................................................................................................+1 очко. 

Найден угол.......................................................................................................................................................+1 очко. 

Найдена длина ребра........................................................................................................................................+2 очка. 

Найден объём пирамиды .................................................................................................................................+3 очка. 

Получена неверная конфигурация..........................................................................................0 очков за всю задачу. 
 

 

Итого – 46 очков.  
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Задача считается полностью решенной (и за нее начисляется максимально возможное количество баллов), 

только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полностью объяснены все 

имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к упрощенному виду. 

Наличие верного ответа по задаче не гарантирует выставление положительного балла.  
 

1(6). Получено уравнение вида 022  cybxyax ....................................................................................+2 очка. 

Верно получены линейные выражения одной переменной через другую (2 случая)...............................+1 очко. 

Верно рассмотрен случай, дающий 1 решение.............................................................................................+1 очко. 

Верно рассмотрен случай, дающий 3 решения.............................................................................................+2 очка. 

 

2(5). Уравнение сведено к квадратному (или линейному – в случае сокращения на знаменатель) 

относительно tgx  или ctgx .......................................................................................................................+3 очка. 

Верно решено полученное уравнение............................................................................................................+2 очка. 

Не сделан отсев лишних корней ............................................................................................................снять1 очко. 

При другом способе решения 

Уравнение сведено к однородному уравнению относительно xx sin,cos ................................................+2 очка. 

Решено полученное уравнение........................................................................................................................+3 очка. 

Не сделан отсев лишних корней ............................................................................................................снять1 очко. 

Неверно решено элементарное тригонометрическое уравнение........................ не более 3 очков за всю задачу. 

 

3(6). Логарифмы представлены в виде 1+ )(log )( xgxf ……………………………………………….............+1 очко. 

Уравнение сведено к элементарному (вида 1)(log )( xgxf  или )(log)(log )()( xhxg xfxf  )...................+3 очка. 

Верно решено полученное уравнение............................................................................................................+1 очка. 

Сделан отбор корней при условии, что уравнение решено верно...............................................................+1 очко. 

 

4(10). Доказано, что угол ABK  прямой (использовано касание)………......................................................+1 очко. 

Доказано, что BK – диаметр   (или эквивалентное утверждение)............................................................+1 очко. 

Доказано, что AK – диаметр   (или эквивалентное утверждение)............................................................+1 очко. 

Найдена искомая длина отрезка......................................................................................................................+1 очко. 

Найден искомый угол.......................................................................................................................................+2 очка. 

Доказано, что угол ADK  прямой (использована вписанность в  ).…........................................................+1 очко. 

Найдена искомая площадь...............................................................................................................................+3 очка. 

– если при этом ответ выражен в виде функции вида  ...sin arctg  и т.п., то 2 очка вместо 3. 

 

5(7). Верно указано (из делимости на 3), какие из карточек можно отбросить.........................................+1 очко. 

Верно произведен подсчет в случае, когда отброшена одна из двух одинаковых цифр, а на конце 0 

(k! способов)………………………………………………………………………..........................................+2 очка. 

Верно произведен подсчет в случае, когда отброшена одна из двух одинаковых цифр, а на конце 5 

(k!-(k-1)!=(k-1)(k-1)! способов)     ………………………………………….…….........................................+2 очка. 

Верно произведен подсчет в случае, когда отброшена цифра 0 или 5  (k!/2 способов)     ……...….…..+2 очка. 

 

6(8). Решено неравенство   2xf ...................................................................................................................+3 очка. 

– если при этом пропущен случай     1)()(  xhctgxhtg , то 1 очко вместо 3. 

Решено неравенство   2xg ...........................................................................................................................+2 очка. 

 – если в ответе отсутствует изолированная точка, то 1 очко вместо 2. 

 – если при этом не сделан отбор по ОДЗ функции  xg , то 0 очков вместо 2. 

 – за неэквивалентное преобразование неравенства 0 очков вместо 2. 

Верно выписан ответ с учётом ОДЗ обеих функций.....................................................................................+3 очка. 

 

7(8). Утверждается и доказано, что треугольник в основании прямоугольный и точка касания – середина 

гипотенузы (за отсутствие доказательства снимается 2 балла)..... .....................................................+3 очка. 

Найдена длина ребра........................................................................................................................................+1 очко. 

Найден угол.......................................................................................................................................................+1 очко. 

Найден объём пирамиды .................................................................................................................................+3 очка. 

Получена неверная конфигурация..........................................................................................0 очков за всю задачу. 
 

Итого – 50 очков. 


