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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
11 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 9       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 

1. Решите неравенство 
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2. Решите уравнение 

  xxx 3sin164cos3cos 22
 . 

 
3. Решите систему уравнений 
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4. Точки A , B , C , D , E  последовательно расположены на прямой, причём 2 BCAB , 1CD , 

3DE . Окружности   и  , касающиеся друг друга, таковы, что   проходит через точки A  и 
E , а   проходит через точки B  и C . Найдите радиусы окружностей   и  , если известно, что 
их центры и точка D  лежат на одной прямой. 

 
5. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 

8,7,6,5,4,3,2,1,0  (цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 
45. Сколькими способами это можно сделать? 

 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 
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имеет ровно три решения. 
 

7. Дана правильная призма 1111 DCBABCDA  с основанием ABCD . Плоскости   и   
перпендикулярны DB1  и проходят через вершины A  и 1D  соответственно. Пусть F  и H  
соответственно  – точки пересечения плоскостей   и   с диагональю DB1 , при этом DHDF  . 
а) Найдите отношение DFHB :1 . 
б) Пусть дополнительно известно, что некоторая сфера радиуса 3 касается всех боковых граней 
призмы, а также плоскостей   и  . Найдите отрезок DB1  и объём призмы 1111 DCBABCDA . 
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БИЛЕТ 10       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 

1. Решите неравенство 
   1
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2. Решите уравнение 

  xxx 5cos94cos22cos 22
 . 

 
3. Решите систему уравнений 
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4. Точки A , B , C , D , E  последовательно расположены на прямой, причём 2 DEBCAB , 

1CD , Окружности   и  , касающиеся друг друга, таковы, что   проходит через точки D  и 
E , а   проходит через точки B  и C . Найдите радиусы окружностей   и  , если известно, что 
их центры и точка A  лежат на одной прямой. 

 
 

5. В числе *0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  
(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 10-значное число делилось на 18. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 
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имеет ровно три решения. 
 

7. Дана правильная призма 1111 NMLKLMNK  с основанием KLMN . Плоскости   и   
перпендикулярны NL1  и проходят через вершины K  и 1N  соответственно. Пусть A  и B  
соответственно  – точки пересечения плоскостей   и   с диагональю NL1 , при этом BNAN  . 
а) Найдите отношение ANBL :1 . 

б) Пусть дополнительно известно, что некоторая сфера радиуса 
2
1  касается всех боковых граней 

призмы, а также плоскостей   и  . Найдите отрезок NL1  и объём призмы 1111 NMLKLMNK . 
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БИЛЕТ 11       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 

1. Решите неравенство 
   1
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2. Решите уравнение 

  xxx 3sin96cos2cos 22
 . 

 
3. Решите систему уравнений 
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4. Точки A , B , C , D , E  последовательно расположены на прямой, причём 1CDAB , 

2 DEBC . Окружности   и  , касающиеся друг друга, таковы, что   проходит через точки 
A  и E , а   проходит через точки B  и C . Найдите радиусы окружностей   и  , если известно, 
что их центры и точка D  лежат на одной прямой. 

 
5. В числе *0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 10-значное число делилось на 45. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 
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имеет ровно три решения. 
 

7. Дана правильная призма 1111 DCBABCDA  с основанием ABCD . Плоскости   и   
перпендикулярны DB1  и проходят через вершины A  и 1D  соответственно. Пусть F  и H  
соответственно  – точки пересечения плоскостей   и   с диагональю DB1 , при этом DHDF  . 
а) Найдите отношение DFHB :1 . 

б) Пусть дополнительно известно, что некоторая сфера радиуса 
2
3  касается всех боковых граней 

призмы, а также плоскостей   и  . Найдите отрезок DB1  и объём призмы 1111 DCBABCDA . 
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БИЛЕТ 12       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 

1. Решите неравенство 
   1
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2. Решите уравнение 

  xxx 5cos164cos32cos 22
 . 

 
3. Решите систему уравнений 
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4. Точки A , B , C , D , E  последовательно расположены на прямой, причём 4AB , 2 DEBC , 

3CD , Окружности   и  , касающиеся друг друга, таковы, что   проходит через точки D  и 
E , а   проходит через точки B  и C . Найдите радиусы окружностей   и  , если известно, что 
их центры и точка A  лежат на одной прямой. 

 
5. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 

9,8,7,6,5,4,3,2,1  (цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось 
на 18. Сколькими способами это можно сделать? 

 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
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имеет ровно три решения. 
 

7. Дана правильная призма 1111 NMLKLMNK  с основанием KLMN . Плоскости   и   
перпендикулярны NL1  и проходят через вершины K  и 1N  соответственно. Пусть A  и B  
соответственно  – точки пересечения плоскостей   и   с диагональю NL1 , при этом BNAN  . 
а) Найдите отношение ANBL :1 . 
б) Пусть дополнительно известно, что некоторая сфера радиуса 2 касается всех боковых граней 
призмы, а также плоскостей   и  . Найдите отрезок NL1  и объём призмы 1111 NMLKLMNK . 
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БИЛЕТ 21       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 

1. Решите уравнение 
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 . 

 
2. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 
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3. Решите неравенство 

68217 33
35

 


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x
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4. Окружность   радиуса 6 с центром O  вписана в остроугольный треугольник CFM  и касается 

его сторон CM  и FM  в точках P  и K  соответственно. Окружность   радиуса 
2
135  с центром 

T  описана около треугольника PKM . 
а) Найдите OM . 
б) Пусть дополнительно известно, что отношение площади треугольника CFT  к площади 

треугольника CFM  равно 
8
5 . Найдите длину биссектрисы MA  треугольника CFM , а также его 

площадь. 
 

5. В числе **02****2016  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  
(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 15. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Дана система уравнений 

 



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а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению 
системы, и найдите площадь полученной фигуры. 
б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно одно 
решение. 

 
7. Дана прямая треугольная призма 111 CBABCA . Сфера с диаметром BC  пересекает рёбра 

AC  и AB  соответственно в точках P  и Q , отличных от вершин призмы. Отрезки PB1  и 
QC1  пересекаются в точке T , и при этом 51 PB , 2TQ . 

а) Найдите угол TPA . 
б) Найдите отношение CPAP : . 
в) Пусть дополнительно известно, что 3AC . Найдите объём призмы. 
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БИЛЕТ 22       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 

1. Решите уравнение 

x
x
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x
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cos
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 . 

 
2. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 
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3. Решите неравенство 
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
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4. Окружность   радиуса 4 с центром O  вписана в остроугольный треугольник EFQ  и касается 

его сторон FQ  и EQ  в точках M  и P  соответственно. Окружность   радиуса 
2
65  с центром 

T  описана около треугольника PQM . 
а) Найдите OQ . 
б) Пусть дополнительно известно, что отношение площади треугольника FTE  к площади 

треугольника EFQ  равно 
3
2 . Найдите длину биссектрисы QA  треугольника EFQ , а также его 

площадь. 
 

5. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,4,2,0  
(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 6. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Дана система уравнений 

 



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а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению 
системы, и найдите площадь полученной фигуры. 
б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно одно 
решение. 

 
7. Дана прямая треугольная призма 111 CBABCA . Сфера с диаметром AC  пересекает рёбра 

AB  и BC  соответственно в точках F  и N , отличных от вершин призмы. Отрезки FC1  и 
NA1  пересекаются в точке P , и при этом 71 NA , 61 PC . 

а) Найдите угол PFA . 
б) Найдите отношение FBAF : . 
в) Пусть дополнительно известно, что 6AB . Найдите объём призмы. 
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БИЛЕТ 23       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 

1. Решите уравнение 

x
x
x

x
x cos7

cos
3cos2

sin
3sin3

 . 

 
2. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 


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
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3. Решите неравенство 

99311 44
43

 



xx
x
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4. Окружность   радиуса 8 с центром O  вписана в остроугольный треугольник ENT  и касается 

его сторон EN  и NT  в точках C  и A  соответственно. Окружность   радиуса 
2

145  с центром 

B  описана около треугольника ACN . 
а) Найдите ON . 
б) Пусть дополнительно известно, что отношение площади треугольника BTE  к площади 

треугольника ENT  равно 
10
7 . Найдите длину биссектрисы NL  треугольника ENT , а также его 

площадь. 
 

5. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  
(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 15. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Дана система уравнений 

 









.154315
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а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению 
системы, и найдите площадь полученной фигуры. 
б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно одно 
решение. 

 
7. Дана прямая треугольная призма 111 CBABCA . Сфера с диаметром 11CA  пересекает рёбра 

11CB  и 11BA  соответственно в точках 1N  и 1K , отличных от вершин призмы. Отрезки 

1AN  и 1CK  пересекаются в точке F , и при этом 71 AN , 4CF . 
а) Найдите угол 11BFN . 
б) Найдите отношение 1111 : BNNC . 
в) Пусть дополнительно известно, что 8BC . Найдите объём призмы. 
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БИЛЕТ 24       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 

1. Решите уравнение 

x
x
x

x
x sin7

cos
3cos3

sin
3sin2

 . 

 
2. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 













.281
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3. Решите неравенство 

5672 33
1

 



xx
x

. 
 

4. Окружность   радиуса 6 с центром O  вписана в остроугольный треугольник ABC  и касается 

его сторон AB  и BC  в точках F  и T  соответственно. Окружность   радиуса 
2
85  с центром 

M  описана около треугольника BFT . 
а) Найдите BO . 
б) Пусть дополнительно известно, что отношение площади треугольника ACM  к площади 

треугольника ABC  равно 
10
7 . Найдите длину биссектрисы BQ  треугольника ABC , а также его 

площадь. 
 

5. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,4,2,0  
(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 6. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Дана система уравнений 

 









.43153
,44224 2222

ayxa
yxxxyxx  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению 
системы, и найдите площадь полученной фигуры. 
б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно одно 
решение. 

 
7. Дана прямая треугольная призма 111 CBABCA . Сфера с диаметром 11BA  пересекает рёбра 

11CA  и 11CB  соответственно в точках 1T  и 1L , отличных от вершин призмы. Отрезки 1BT  
и 1AL  пересекаются в точке S , и при этом 71 AL , 21 ST . 
а) Найдите угол 11AST . 
б) Найдите отношение 1111 : CTTA . 
в) Пусть дополнительно известно, что 5AC . Найдите объём призмы. 



© МФТИ, 2016 

МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
11 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 33       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите неравенство 

    xxxx
xxxx

1822542
323

3333


 . 
 

2. Решите уравнение 

x
xx

xx 2sin2
2sin4sin
7cos5cos




 . 

 
3. Решите систему уравнений 











.03022
,01022

2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

 
4. В треугольнике ABC  медианы BD  и CE  пересекаются в точке M . Окружность, 

построенная на отрезке BM  как на диаметре, проходит через вершину C  и касается 
прямой DE . Известно, что 4CM . Найдите высоту AH  треугольника ABC , угол CBD  и 
площадь треугольника ABC . 

 
5. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 75. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Дана система уравнений 
















 






















.
4

2
2

15
2

cos4

,120815120815
222

a
y

a
x

yxyx

  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению 
системы, и найдите площадь полученной фигуры. 
б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно три решения. 

 

7. Высота правильной треугольной призмы 111 CBABCA  равна 12. Сфера   радиуса 
3

35
r  

касается всех боковых граней призмы. На отрезках 1AA  и 1BB  выбраны соответственно точки K  
и L  такие, что ABKL || , а плоскости KBC  и 11CLA  касаются сферы  . Найдите объём призмы и 
длину отрезка AK . 
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ 

ОЛИМПИАДА ПО МАТЕМАТИКЕ 
11 класс 

 
 
 

БИЛЕТ 34       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите неравенство 

   
323 1326162 11

xxxx
xxxx


 . 

 
2. Решите уравнение 

x
xx

xx 2sin3
2sin4sin
7sin5sin




  

 
3. Решите систему уравнений 











.0333
,0133

2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

 
4. В треугольнике KLM  медианы LD  и ME  пересекаются в точке G . Окружность, 

построенная на отрезке LG  как на диаметре, проходит через вершину M  и касается 
прямой DE . Известно, что 6GM . Найдите высоту KT  треугольника KLM , угол LGM  и 
площадь треугольника KLM . 

 
5. В числе *02*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 12. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Дана система уравнений 

   



















.4
2

cos68

,48434843

2
2

2
a

a
yx

yxyx

  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению 
системы, и найдите площадь полученной фигуры. 
б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно три решения. 

 

7. Высота правильной треугольной призмы 111 CBABCA  равна 6. Сфера   радиуса 
3
8

r  касается 

всех боковых граней призмы. На отрезках 1AA  и 1BB  выбраны соответственно точки M  и K  
такие, что ABKM || , а плоскости ACK  и 11CMB  касаются сферы  . Найдите объём призмы и 
длину отрезка BK . 
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БИЛЕТ 35       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите неравенство 

    xxxx
xxxx

532352
323

3333


 . 
 

2. Решите уравнение 

x
xx

xx 2sin4
2sin4sin
7sin5sin




 . 

 
3. Решите систему уравнений 











.04833
,02433

2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

 
4. В треугольнике ABC  медианы BD  и CE  пересекаются в точке K . Окружность, 

построенная на отрезке CK  как на диаметре, проходит через вершину B  и касается 
прямой DE . Известно, что 3DK . Найдите высоту AH  треугольника ABC , радиус 
окружности и площадь треугольника ABC . 

 
5. В числе *07*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 7,6,5,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 75. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Дана система уравнений 
















 






















.
4

3
2
5

2
sin6

,6012560125
222

a
y

a
x

yxyx

  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению 
системы, и найдите площадь полученной фигуры. 
б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно три решения. 

 

7. Высота правильной треугольной призмы 111 CBABCA  равна 12. Сфера   радиуса 
2

53
r  

касается всех боковых граней призмы. На отрезках 1CC  и 1BB  выбраны соответственно точки T  
и F  такие, что BCFT || , а плоскости ABT  и 11CFA  касаются сферы  . Найдите объём призмы и 
длину отрезка CT . 
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БИЛЕТ 36       ШИФР _____________________________ 
 заполняется ответственным секретарём 

 
 
 

1. Решите неравенство 

   
323 2242 11

xxxx
xxxx


 . 

 
2. Решите уравнение 

x
xx

xx 2sin6
cos5cos

4sin8sin




 . 

 
3. Решите систему уравнений 











.01555
,0355

2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

 
4. В треугольнике KLM  медианы LD  и ME  пересекаются в точке T . Окружность, 

построенная на отрезке MT  как на диаметре, проходит через вершину L  и касается 
прямой DE . Известно, что 2DT . Найдите высоту KH  треугольника KLM , угол ETD  и 
площадь треугольника KLM . 

 
5. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  

(цифры могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 12. Сколькими 
способами это можно сделать? 

 
6. Дана система уравнений 

 














 













.
2

1
2

sin43

,24342434
22

2 aa
yx

yxyx

  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению 
системы, и найдите площадь полученной фигуры. 
б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно три решения. 

 

7. Высота правильной треугольной призмы 111 CBABCA  равна 5. Сфера   радиуса 
4
33

r  

касается всех боковых граней призмы. На отрезках 1CC  и 1BB  выбраны соответственно точки F  
и L  такие, что BCFL || , а плоскости LAC  и 11BFA  касаются сферы  . Найдите объём призмы и 
длину отрезка CF . 
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1. Решите неравенство 
  

1
4

322
log

2

32

22 








 




xx

x

x
. 

Ответ:   




 





 ;

2

5
2;11;

2

1
x . 

Решение. ОДЗ неравенства задаётся условиями 0
32

22





x

x
, 1

32

22





x

x
 (тогда подлогарифмическое выражение 

также положительно), откуда   





  ;

2

3
2;2 x , 1x . 

На ОДЗ данное неравенство равносильно каждому из следующих неравенств: 

      
 

         .;
2

5
2;

2

1
2;01252221

0
324

4322

32

12
0

32

2

4

322
1

32

2

2

222222






 














































xxxxxx

x

xx

x

xx

x

xxx

x

x

 

С учётом ОДЗ получаем   




 





 ;

2

5
2;11;

2

1
x . 

 

2. Решите уравнение   xxx 3sin164cos3cos 22  . 

Ответ:  kkx ,2  . 

Решение. Заметим, что при любых x  выполняется неравенство 44cos3cos4  xx , откуда следует, что левая 
часть уравнения не превосходит 16. В то же время, правая часть уравнения не меньше 16. Следовательно, ра-

венство может достигаться только при одновременном выполнении условий   164cos3cos 2  xx  и 

163sin16 2  x , откуда 44cos3cos  xx , 03sin x . 

Из второго уравнения получаем  k
k

x ,
3


. Подстановкой в первое уравнение1 убеждаемся, что подходит 

только  kkx ,2  . 
 

3. Решите систему уравнений 












.
2

27
42

,
2

7
22

22 yyxx

yyxx
 

Ответ: 







8

17
;

4

19
. 

Решение. Обозначим uyx  2 , vyx  2 . Тогда система принимает вид 
















 
















.
2

27

2

7

,
2

7

2

27

,
2

7

2222 uuu

uv

uvu

vu
 

Из второго уравнения последней системы следует, что 02792 23  uu . Подбирая целый корень 3u  и выде-

ляя множитель  3u  в левой части последнего уравнения, получаем    09323 2  uuu , откуда 3u  или 

2

9
u . Значение 

2

9
u  не подходит. При 3u  получаем 

2

1
v . Тогда 








































.
8

17

,
4

19

2

17
4

,
2

19
2

2

1
2

,92

y

x

y

x

yx

yx
 

 

                                                 
1 Для этого рассматриваем 6 возможных случаев: kx 2 , 

3
2

  kx , 
3

2
2

  kx  и т.д. Каждое из этих значений x  под-

ставляем в первое уравнение, период k2 при этом можно отбросить. 
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4. Точки A , B , C , D , E  последовательно расположены на прямой, причём 2 BCAB , 1CD , 3DE . 
Окружности   и  , касающиеся друг друга, таковы, что   проходит через точки A  и E , а   проходит че-
рез точки B  и C . Найдите радиусы окружностей   и  , если известно, что их центры и точка D  лежат на 
одной прямой. 

Ответ: 
11

3
8R , 

11

3
5r . 

Решение. Обозначим центры окружностей   и   через O  и Q  соответственно. Поскольку C  – середина хорды 

AE  окружности  , то отрезок OC  перпендикулярен OE . Опустим из точки Q  перпендикуляр QH  на пря-

мую AE . Тогда 1 HCBH  (диаметр, перпендикулярный хорде, делит эту хорду пополам). 
Пусть xOC  . Тогда xQH 2  (так как OC  – средняя линия треугольника DHQ ), 

14 222  xBHQHQBr , 9222  xACOCOAR . Выразим двумя способами отрезок OQ . С 

одной стороны, так как окружности касаются внутренним образом, расстояние между их центрами равно раз-
ности радиусов, т.е. rROQ  . С другой стороны, из прямоугольной трапеции CHQO  получаем, что 

  2222 1 xOCQHCHOQ  . 

Значит, 16141 222  xxx , откуда 2242242 2715416154225 xxxxxxx  . 

При условии 027 2  x  последнее уравнение равносильно следующему: 4224 42849154 xxxx  , 

11

162 x . Тогда получаем, что 
11

3
8R , 

11

3
5r . 

 
5. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  (цифры 

могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 45. Сколькими способами это можно 
сделать? 

Ответ: 13122. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 45, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 9. Для 

того чтобы выполнилась делимость на 5, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 5 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на девять, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это мож-
но сделать 9999   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 9. 
Поскольку данные цифры дают все возможные остатки от деления на 9 ( 8,,2,1,0  ), и при этом каждый оста-
ток встречается ровно 1 раз, то последнюю цифру можно выбрать одним способом. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 13122199992   способа. 
 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

42

,03229
 

имеет ровно три решения. 

Ответ: 9a , 15423 a . 

Решение. Первое уравнение данной системы равносильно совокупности двух уравнений 229  xy  и 

322  yx . Первое из них задаёт квадрат G  с центром  9;2  , диагонали которого равны 4 и параллельны 

осям координат. Второе задаёт окружность S  с центром  0;0  радиуса 3 . 

Второе уравнение исходной системы при 0a  задаёт окружность   с центром  4;2   радиуса aR   (при 

0a  пустое множество, при 0a  одну точку – в этих случаях трёх решений быть не может). 

Окружность   имеет с окружностью S  одну общую точку при 320 R , две общие точки при 

 320;320 R  и ни одной общей точки при остальных R . 

Окружность   имеет с квадратом G  одну общую точку при 3R  или 7R , две общие точки при  7;3R  и ни 
одной общей точки при остальных R . 

Для того чтобы у системы было три решения, необходимо и достаточно, чтобы окружность   имела две общие 
точки с квадратом G  и одну общую точку с окружностью S  или наоборот. Рассмотрим значения R , при ко-
торых окружность   имеет с квадратом G  или окружностью S  ровно одну общую точку. 

1) 320 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и две общие точки с квадратом G  (т.к. 
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73203  ), т.е. у системы 3 решения. 

2) 320 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и нет общих точек с квадратом G  (т.к. 

3320  ), т.е. у системы 1 решение. 
3) 3R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и две общие точки с окружностью S  (т.к. 

3203320  ), т.е. у системы 3 решения. 

4) 7R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и нет общих точек с окружностью S  (т.к. 3207  ), 
т.е. у системы 1 решение. 

Итак, подходят 3R  и 320 R . Тогда 9a  и 15423 a . 
 
7. Дана правильная призма 1111 DCBABCDA  с основанием ABCD . Плоскости   и   перпендикулярны DB1  и 

проходят через вершины A  и 1D  соответственно. Пусть F  и H  соответственно  – точки пересечения плоско-

стей   и   с диагональю DB1 , при этом DHDF  . 

а) Найдите отношение DFHB :1 . 
б) Пусть дополнительно известно, что некоторая сфера радиуса 3 касается всех боковых граней призмы, а 

также плоскостей   и  . Найдите отрезок DB1  и объём призмы 1111 DCBABCDA . 

Ответ: а) 1:2 , б)  13131 DB , 1326108 V . 

Решение. а) Из соображений симметрии (относительно плоскости 11BBDD ) плоскость   проходит через точку 

C  – и, значит, через центр O  грани ABCD . Отрезки HB1  и DF  – проекции параллельных отрезков 11DB  и 

DO  на прямую DB1 , причём DODB 211  . Значит, 2:1 DFHB . 
б) Поскольку сфера касается всех боковых граней призмы, её проекция на основание есть окружность, вписанная 

в это основание. Значит, 62  rAB . Кроме того,   и   – это две параллельные плоскости, касающиеся сфе-

ры, поэтому расстояние между ними равно диаметру сферы, то есть 6. Так как DB1 , этим расстоянием яв-

ляется отрезок HF , поэтому 6HF . 

Обозначим dDB 1 . Поскольку HD1  – высота прямоугольного треугольника DDB 11 , то 722
1111  DBDBHB  

и, следовательно, 
d

HB
72

1  . Тогда 
d

HBDF
36

2

1
1   и 

dd
dDFHBDBHF

3672
11  . Получаем уравне-

ние 
d

d
108

6  , откуда 010862  dd , 1333 d  (поскольку 0d ). 

Наконец, высота призмы равна   132637213214922
1  BDDBh ; тогда объём призмы равен 

13261082  hABV . 
.
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1. Решите неравенство 
  

1
25

1263
log

2

126

32 








 




xx

x

x
. 

Ответ:  











 ;33;

6

17
3;

6

7
x . 

Решение. ОДЗ неравенства задаётся условиями 0
126

32





x

x
, 1

126

32





x

x
 (тогда подлогарифмическое выражение 

также положительно), откуда     ;23;3 x , 3x . 
На ОДЗ данное неравенство равносильно каждому из следующих неравенств: 

      
 

         .;
6

17
3;

6

7
3;076176333

0
12625

251263

126

96
0

126

3

25

1263
1

126

3

2

222222






 














































xxxxxx

x

xx

x

xx

x

xxx

x

x

 

С учётом ОДЗ получаем  











 ;33;

6

17
3;

6

7
x . 

 

2. Решите уравнение   xxx 5cos94cos22cos 22  . 

Ответ:  kkx ,
2


. 

Решение. Заметим, что при любых x  выполняется неравенство 34cos3cos3  xx , откуда следует, что левая 
часть уравнения не превосходит 9. В то же время, правая часть уравнения не меньше 9. Следовательно, равен-

ство может достигаться только при одновременном выполнении условий   94cos22cos 2  xx  и 

95cos9 2  x , откуда 34cos22cos  xx , 05cos x . 

Из второго уравнения получаем  k
k

x ,
510


. Подстановкой в первое уравнение2 убеждаемся, что подходит 

только  kkx ,
2


. 

 

3. Решите систему уравнений 









.14493

,1233
22 xxyy

xxyy
 

Ответ:   





 12;

3

4
,72;24 . 

Решение. Обозначим uxy  3 , vxy  3 . Тогда система принимает вид 

 














.14412

,12

144

,12
2222 uuu

uv

uvu

vu
 

Из второго уравнения последней системы следует, что 014413 23  uu . Подбирая целый корень 4u  и выде-

ляя множитель  4u  в левой части последнего уравнения, получаем    03694 2  uuu , откуда 3u , 

4u  или 12u . Значение 3u  не подходит. При 4u  получаем 8v . Тогда 

























.12

,
3

4

86

,242

83

,163

y

x
x

y

xy

xy
 

При 12u  получаем 0v . Тогда 
























.72

,24

1446

,1442

03

,1443

y

x

x

y

xy

xy
 

 
4. Точки A , B , C , D , E  последовательно расположены на прямой, причём 2 DEBCAB , 1CD , Окружно-

                                                 
2 Для этого рассматриваем 5 возможных случаев: 

kx 
10

, 
10

3  kx , 
10

5  kx  и т.д. Каждое из этих значений x  под-

ставляем в первое уравнение, период k2 при этом можно отбросить. 
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сти   и  , касающиеся друг друга, таковы, что   проходит через точки D  и E , а   проходит через точки 
B  и C . Найдите радиусы окружностей   и  , если известно, что их центры и точка A  лежат на одной пря-
мой. 

Ответ: 
19

8
R , 

192

11
r . 

Решение. Обозначим центры окружностей   и   через O  и Q  соответственно. Опустим из точек O  и Q  пер-

пендикуляры OH  и QT  на прямую AB , тогда точки H  и T  – середины хорд DE  и BC  соответственно (диа-

метр, перпендикулярный хорде, делит эту хорду пополам). Значит, 3AT , 6AH . 

Пусть xQT  . Тогда xQH 2  (так как QT  – средняя линия треугольника AOH ), 1222  xBTQTQBr , 

14 222  xDHOHODR . Выразим двумя способами отрезок OQ . С одной стороны, так как окруж-

ности касаются внешним образом, расстояние между их центрами равно сумме радиусов, т.е. rROQ  . С 

другой стороны, из прямоугольной трапеции HTQO  получаем, что   2222 9 xOHQTTHOQ  . 

Значит, 9141 222  xxx , откуда 2242242 4715429154225 xxxxxxx  . 

При условии 047 2  x  последнее уравнение равносильно следующему: 4224 16564942016 xxxx  , 

76

452 x . Тогда получаем, что 
19

8
R , 

192

11
r . 

 
5. В числе *0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  (цифры мо-

гут повторяться) так, чтобы полученное 10-значное число делилось на 18. Сколькими способами это можно 
сделать? 

Ответ: 3645. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 18, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 9. Для 

того чтобы выполнилась делимость на 2, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0, 2, 4, 6 или 8 (5 способов). 

Чтобы обеспечить делимость на девять, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно 
сделать 999   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 9. По-
скольку данные цифры дают все возможные остатки от деления на 9 ( 8,,2,1,0  ), и при этом каждый остаток 
встречается ровно 1 раз, то последнюю цифру можно выбрать одним способом. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 364519995   способов. 
 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

45

,0123124
 

имеет ровно три решения. 

Ответ: 16a , 123453 a . 

Решение. Первое уравнение данной системы равносильно совокупности двух уравнений 3124  xy  и 

1222  yx . Первое из них задаёт квадрат G  с центром  4;12 , диагонали которого равны 6 и параллельны 

осям координат. Второе задаёт окружность S  с центром  0;0  радиуса 32 . 

Второе уравнение исходной системы при 0a  задаёт окружность   с центром  4;5  радиуса aR   (при 

0a  пустое множество, при 0a  одну точку – в этих случаях трёх решений быть не может). 

Окружность   имеет с окружностью S  одну общую точку при 3241 R , две общие точки при 

 3241;3241 R  и ни одной общей точки при остальных R . 

Окружность   имеет с квадратом G  одну общую точку при 4R  или 10R , две общие точки при  10;4R  и 
ни одной общей точки при остальных R . 

Для того чтобы у системы было три решения, необходимо и достаточно, чтобы окружность   имела две общие 
точки с квадратом G  и одну общую точку с окружностью S  или наоборот. Рассмотрим значения R , при ко-
торых окружность   имеет с квадратом G  или окружностью S  ровно одну общую точку. 

1) 3241 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и две общие точки с квадратом G  (т.к. 

1032414  ), т.е. у системы 3 решения. 

2) 3241 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и нет общих точек с квадратом G  (т.к. 
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43241  ), т.е. у системы 1 решение. 
3) 4R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и две общие точки с окружностью S  (т.к. 

324143241  ), т.е. у системы 3 решения. 

4) 10R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и нет общих точек с окружностью S  (т.к. 324110  ), 
т.е. у системы 1 решение. 

Итак, подходят 4R  и 3241 R . Тогда 16a  и 123453 a . 
 
7. Дана правильная призма 1111 NMLKLMNK  с основанием KLMN . Плоскости   и   перпендикулярны NL1  и 

проходят через вершины K  и 1N  соответственно. Пусть A  и B  соответственно  – точки пересечения плоско-

стей   и   с диагональю NL1 , при этом BNAN  . 

а) Найдите отношение ANBL :1 . 

б) Пусть дополнительно известно, что некоторая сфера радиуса 
2

1
 касается всех боковых граней призмы, а 

также плоскостей   и  . Найдите отрезок NL1  и объём призмы 1111 NMLKLMNK . 

Ответ: а) 1:2 , б)  131
2

1
1 NL , 1326

2

1
V . 

Решение. а) Из соображений симметрии (относительно плоскости 11LLNN ) плоскость   проходит через точку 

M  – и, значит, через центр O  грани KLMN . Отрезки BL1  и AN  – проекции параллельных отрезков 11NL  и 

NO  на прямую NL1 , причём NONL 211  . Значит, 2:1 ANBL . 
б) Поскольку сфера касается всех боковых граней призмы, её проекция на основание есть окружность, вписанная 

в это основание. Значит, 12  rKN . Кроме того,   и   – это две параллельные плоскости, касающиеся сфе-

ры, поэтому расстояние между ними равно диаметру сферы, то есть 1. Так как NL1 , этим расстоянием яв-
ляется отрезок AB , поэтому 1AB . 

Обозначим dNL 1 . Поскольку BN1  – высота прямоугольного треугольника NNL 11 , то 22
1111  NLNLBL  и, 

следовательно, 
d

BL
2

1  . Тогда 
d

BLAN
1

2

1
1   и 

dd
dANBLNLAB

12
11  . Получаем уравнение 

d
d

3
1  , откуда 032  dd , 

2

131
d  (поскольку 0d ). 

Наконец, высота призмы равна   1326
2

1
213214

4

122
1  LNNLh ; тогда объём призмы равен 

1326
2

12  hKLV . 
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1. Решите неравенство 
  

1
25

625
log

2

62

52 








 




xx

x

x
. 

Ответ:   




 





 ;

2

11
5;11;

2

1
x . 

Решение. ОДЗ неравенства задаётся условиями 0
62

52





x

x
, 1

62

52





x

x
 (тогда подлогарифмическое выражение 

также положительно), откуда     ;35;5 x , 1x . 
На ОДЗ данное неравенство равносильно каждому из следующих неравенств: 

      
 

         .;
2

11
5;

2

1
5;012112551

0
6225

25625

62

12
0

62

5

25

625
1

62

5

2

222222






 














































xxxxxx

x

xx

x

xx

x

xxx

x

x

 

С учётом ОДЗ получаем   




 





 ;

2

11
5;11;

2

1
x . 

 

2. Решите уравнение   xxx 3sin96cos2cos 22  . 

Ответ:  kkx ,2  . 

Решение. Заметим, что при любых x  выполняется неравенство 36cos2cos3  xx , откуда следует, что левая 
часть уравнения не превосходит 9. В то же время, правая часть уравнения не меньше 9. Следовательно, равен-

ство может достигаться только при одновременном выполнении условий   96cos2cos 2  xx  и 93sin9 2  x , 

откуда 36cos2cos  xx , 03sin x . 

Из второго уравнения получаем  k
k

x ,
3


. Подстановкой в первое уравнение3 убеждаемся, что подходит 

только  kkx ,2  . 
 

3. Решите систему уравнений 









.329324

,53322
22 yyxx

yyxx
 

Ответ: 







2

5
;

4

17
. 

Решение. Обозначим uyx  32 , vyx  32 . Тогда система принимает вид 

 














.325

,5

32

,5
2222 uuu

uv

uvu

vu
 

Из второго уравнения последней системы следует, что 0326 23  uu . Подбирая целый корень 2u  и выде-

ляя множитель  2u  в левой части последнего уравнения, получаем    01682 2  uuu , откуда 2u  

или 4u . Значение 2u  не подходит. При 4u  получаем 1v . Тогда 





























.
2

5

,
4

17

156

,174

132

,1632

y

x

y

x

yx

yx
 

 
4. Точки A , B , C , D , E  последовательно расположены на прямой, причём 1 CDAB , 2 DEBC . Окруж-

ности   и  , касающиеся друг друга, таковы, что   проходит через точки A  и E , а   проходит через точки 
B  и C . Найдите радиусы окружностей   и  , если известно, что их центры и точка D  лежат на одной пря-
мой. 

Ответ: 
192

27
R , 

19

8
r . 

                                                 
3 Для этого рассматриваем 6 возможных случаев: kx 2 , 

3
2

  kx , 
3

2
2

  kx  и т.д. Каждое из этих значений x  под-

ставляем в первое уравнение, период k2 при этом можно отбросить. 
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Решение. Обозначим центры окружностей   и   через O  и Q  соответственно. Поскольку C  – середина хорды 

AE  окружности  , то отрезок OC  перпендикулярен OE . Опустим из точки Q  перпендикуляр QH  на пря-

мую AE . Тогда 1 HCBH  (диаметр, перпендикулярный хорде, делит эту хорду пополам). 
Пусть xOC  . Тогда xQH 2  (так как OC  – средняя линия треугольника DHQ ), 

14 222  xBHQHQBr , 9222  xACOCOAR . Выразим двумя способами отрезок OQ . С 

одной стороны, так как окружности касаются внутренним образом, расстояние между их центрами равно раз-
ности радиусов, т.е. rROQ  . С другой стороны, из прямоугольной трапеции CHQO  получаем, что 

  2222 1 xOCQHCHOQ  . 

Значит, 9141 222  xxx , откуда 2242242 4715429154225 xxxxxxx  . 

При условии 047 2  x  последнее уравнение равносильно следующему: 4224 16564942016 xxxx  , 

76

452 x . Тогда получаем, что 
192

27
R , 

19

8
r . 

 
5. В числе *0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,5,4,3,2,1,0  (цифры мо-

гут повторяться) так, чтобы полученное 10-значное число делилось на 45. Сколькими способами это можно 
сделать? 

Ответ: 1458. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 45, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 9. Для 

того чтобы выполнилась делимость на 5, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 5 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на девять, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно 
сделать 999   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 9. По-
скольку данные цифры дают все возможные остатки от деления на 9 ( 8,,2,1,0  ), и при этом каждый остаток 
встречается ровно 1 раз, то последнюю цифру можно выбрать одним способом. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 145819992   способов. 
 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

53

,062310
 

имеет ровно три решения. 

Ответ: 49a , 51440 a . 

Решение. Первое уравнение данной системы равносильно совокупности двух уравнений 2310  xy  и 

622  yx . Первое из них задаёт квадрат G  с центром  10;3 , диагонали которого равны 4 и параллельны 

осям координат. Второе задаёт окружность S  с центром  0;0  радиуса 6 . 

Второе уравнение исходной системы при 0a  задаёт окружность   с центром  5;3  радиуса aR   (при 

0a  пустое множество, при 0a  одну точку – в этих случаях трёх решений быть не может). 

Окружность   имеет с окружностью S  одну общую точку при 634 R , две общие точки при 

 634;634 R  и ни одной общей точки при остальных R . 

Окружность   имеет с квадратом G  одну общую точку при 3R  или 7R , две общие точки при  7;3R  и ни 
одной общей точки при остальных R . 

Для того чтобы у системы было три решения, необходимо и достаточно, чтобы окружность   имела две общие 
точки с квадратом G  и одну общую точку с окружностью S  или наоборот. Рассмотрим значения R , при ко-
торых окружность   имеет с квадратом G  или окружностью S  ровно одну общую точку. 

1) 634 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и две общие точки с квадратом G  (т.к. 

76343  ), т.е. у системы 3 решения. 

2) 634 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и нет общих точек с квадратом G  (т.к. 

7634  ), т.е. у системы 1 решение. 
3) 7R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и две общие точки с окружностью S  (т.к. 

6347634  ), т.е. у системы 3 решения. 

4) 3R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и нет общих точек с окружностью S  (т.к. 6343  ), 
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т.е. у системы 1 решение. 

Итак, подходят 7R  и 634 R . Тогда 49a  и 51440 a . 
 
7. Дана правильная призма 1111 DCBABCDA  с основанием ABCD . Плоскости   и   перпендикулярны DB1  и 

проходят через вершины A  и 1D  соответственно. Пусть F  и H  соответственно  – точки пересечения плоско-

стей   и   с диагональю DB1 , при этом DHDF  . 

а) Найдите отношение DFHB :1 . 

б) Пусть дополнительно известно, что некоторая сфера радиуса 
2

3
 касается всех боковых граней призмы, а 

также плоскостей   и  . Найдите отрезок DB1  и объём призмы 1111 DCBABCDA . 

Ответ: а) 1:2 , б)  131
2

3
1 DB , 1326

2

27
V . 

Решение. а) Из соображений симметрии (относительно плоскости 11BBDD ) плоскость   проходит через точку 

C  – и, значит, через центр O  грани ABCD . Отрезки HB1  и DF  – проекции параллельных отрезков 11DB  и 

DO  на прямую DB1 , причём DODB 211  . Значит, 2:1 DFHB . 
б) Поскольку сфера касается всех боковых граней призмы, её проекция на основание есть окружность, вписанная 

в это основание. Значит, 32  rAB . Кроме того,   и   – это две параллельные плоскости, касающиеся сфе-

ры, поэтому расстояние между ними равно диаметру сферы, то есть 3. Так как DB1 , этим расстоянием яв-

ляется отрезок HF , поэтому 3HF . 

Обозначим dDB 1 . Поскольку HD1  – высота прямоугольного треугольника DDB 11 , то 182
1111  DBDBHB  

и, следовательно, 
d

HB
18

1  . Тогда 
d

HBDF
9

2

1
1   и 

dd
dDFHBDBHF

918
11  . Получаем уравнение 

d
d

27
3  , откуда 02732  dd , 

2

1333 
d  (поскольку 0d ). 

Наконец, высота призмы равна   1326
2

3
1813214

4

922
1  BDDBh ; тогда объём призмы равен 

1326
2

272  hABV . 
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1. Решите неравенство 
  

1
9

1046
log

2

104

62 








 




xx

x

x
. 

Ответ:   




 





 ;

4

13
6;22;

4

7
x . 

Решение. ОДЗ неравенства задаётся условиями 0
104

62





x

x
, 1

104

62





x

x
 (тогда подлогарифмическое выражение 

также положительно), откуда   





  ;

2

5
6;6 x , 2x . 

На ОДЗ данное неравенство равносильно каждому из следующих неравенств: 

      
 

         .;
4

13
6;

4

7
6;074134662

0
1049

91046

104

44
0

104

6

9

1046
1

104

6

2

222222






 














































xxxxxx

x

xx

x

xx

x

xxx

x

x

 

С учётом ОДЗ получаем   




 





 ;

4

13
6;22;

4

7
x . 

 

2. Решите уравнение   xxx 5cos164cos32cos 22  . 

Ответ:  kkx ,
2


. 

Решение. Заметим, что при любых x  выполняется неравенство 44cos32cos4  xx , откуда следует, что левая 
часть уравнения не превосходит 16. В то же время, правая часть уравнения не меньше 16. Следовательно, ра-

венство может достигаться только при одновременном выполнении условий   164cos32cos 2  xx  и 

165cos16 2  x , откуда 44cos32cos  xx , 05cos x . 

Из второго уравнения получаем  k
k

x ,
510


. Подстановкой в первое уравнение4 убеждаемся, что подходит 

только  kkx ,
2


. 

 

3. Решите систему уравнений 









.3639

,633
22 yyxx

yyxx
 

Ответ:    18;6,3;2  . 

Решение. Обозначим uyx 3 , vyx 3 . Тогда система принимает вид 

 














.366

,6

36

,6
2222 uuu

uv

uvu

vu
 

Из второго уравнения последней системы следует, что 0367 23  uu . Подбирая целый корень 2u  и выде-

ляя множитель  4u  в левой части последнего уравнения, получаем    01892 2  uuu , откуда 2u , 

3u  или 6u . Значение 2u  не подходит. При 3u  получаем 3v . Тогда 
























.3

,2

126

,62

33

,93

y

x

x

y

yx

yx
 

При 6u  получаем 0v . Тогда 
























.18

,6

366

,362

03

,363

y

x

x

y

yx

yx
 

 
4. Точки A , B , C , D , E  последовательно расположены на прямой, причём 4AB , 2 DEBC , 3CD , 

Окружности   и  , касающиеся друг друга, таковы, что   проходит через точки D  и E , а   проходит че-

                                                 
4 Для этого рассматриваем 5 возможных случаев: 

kx 
10

, 
10

3  kx , 
10

5  kx  и т.д. Каждое из этих значений x  под-

ставляем в первое уравнение, период k2 при этом можно отбросить. 
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рез точки B  и C . Найдите радиусы окружностей   и  , если известно, что их центры и точка A  лежат на 
одной прямой. 

Ответ: 
172

39
r , 

17

38
R . 

Решение. Обозначим центры окружностей   и   через O  и Q  соответственно. Опустим из точек O  и Q  пер-

пендикуляры OH  и QT  на прямую AB , тогда точки H  и T  – середины хорд DE  и BC  соответственно (диа-

метр, перпендикулярный хорде, делит эту хорду пополам). Значит, 5AT , 10AH . 

Пусть xQT  . Тогда xQH 2  (так как QT  – средняя линия треугольника AOH ), 1222  xBTQTQBr , 

14 222  xDHOHODR . Выразим двумя способами отрезок OQ . С одной стороны, так как окруж-

ности касаются внешним образом, расстояние между их центрами равно сумме радиусов, т.е. rROQ  . С 

другой стороны, из прямоугольной трапеции HTQO  получаем, что   2222 25 xOHQTTHOQ  . 

Значит, 25141 222  xxx , откуда 2242242 423154225154225 xxxxxxx  . 

При условии 0423 2  x  последнее уравнение равносильно следующему: 4224 1618452942016 xxxx  , 

68

1752 x . Тогда получаем, что 
172

39
r , 

17

38
R . 

 
5. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,6,5,4,3,2,1  (цифры 

могут повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 18. Сколькими способами это можно 
сделать? 

Ответ: 26244. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 18, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 9. Для 

того чтобы выполнилась делимость на 2, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 2, 4, 6 или 8 (4 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на девять, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это мож-
но сделать 9999   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 9. 
Поскольку данные цифры дают все возможные остатки от деления на 9 ( 8,,2,1,0  ), и при этом каждый оста-
ток встречается ровно 1 раз, то последнюю цифру можно выбрать одним способом. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 26244199994   способов. 
 
6. Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система уравнений 

  
   









ayx

yxxy
22

22

25

,0133112
 

имеет ровно три решения. 

Ответ: 9a , 377242 a . 

Решение. Первое уравнение данной системы равносильно совокупности двух уравнений 3112  xy  и 

1322  yx . Первое из них задаёт квадрат G  с центром  2;11  , диагонали которого равны 6 и параллельны 

осям координат. Второе задаёт окружность S  с центром  0;0  радиуса 13 . 

Второе уравнение исходной системы при 0a  задаёт окружность   с центром  2;5   радиуса aR   (при 

0a  пустое множество, при 0a  одну точку – в этих случаях трёх решений быть не может). 

Окружность   имеет с окружностью S  одну общую точку при 1329 R , две общие точки при 

 1329;1329 R  и ни одной общей точки при остальных R . 

Окружность   имеет с квадратом G  одну общую точку при 3R  или 9R , две общие точки при  9;3R  и ни 
одной общей точки при остальных R . 

Для того чтобы у системы было три решения, необходимо и достаточно, чтобы окружность   имела две общие 
точки с квадратом G  и одну общую точку с окружностью S  или наоборот. Рассмотрим значения R , при ко-
торых окружность   имеет с квадратом G  или окружностью S  ровно одну общую точку. 

1) 1329 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и две общие точки с квадратом G  (т.к. 

913293  ), т.е. у системы 3 решения. 

2) 1329 R . Тогда есть одна общая точка с окружностью S  и нет общих точек с квадратом G  (т.к. 
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31329  ), т.е. у системы 1 решение. 
3) 3R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и две общие точки с окружностью S  (т.к. 

132931329  ), т.е. у системы 3 решения. 

4) 9R . Тогда есть одна общая точка с квадратом G  и нет общих точек с окружностью S  (т.к. 13299  ), 
т.е. у системы 1 решение. 

Итак, подходят 3R  и 1329 R . Тогда 9a  и 377242 a . 
 
7. Дана правильная призма 1111 NMLKLMNK  с основанием KLMN . Плоскости   и   перпендикулярны NL1  и 

проходят через вершины K  и 1N  соответственно. Пусть A  и B  соответственно  – точки пересечения плоско-

стей   и   с диагональю NL1 , при этом BNAN  . 

а) Найдите отношение ANBL :1 . 
б) Пусть дополнительно известно, что некоторая сфера радиуса 2 касается всех боковых граней призмы, а 

также плоскостей   и  . Найдите отрезок NL1  и объём призмы 1111 NMLKLMNK . 

Ответ: а) 1:2 , б)  13121 NL , 132632 V . 

Решение. а) Из соображений симметрии (относительно плоскости 11LLNN ) плоскость   проходит через точку 

M  – и, значит, через центр O  грани KLMN . Отрезки BL1  и AN  – проекции параллельных отрезков 11NL  и 

NO  на прямую NL1 , причём NONL 211  . Значит, 2:1 ANBL . 
б) Поскольку сфера касается всех боковых граней призмы, её проекция на основание есть окружность, вписанная 

в это основание. Значит, 42  rKN . Кроме того,   и   – это две параллельные плоскости, касающиеся сфе-

ры, поэтому расстояние между ними равно диаметру сферы, то есть 4. Так как NL1 , этим расстоянием яв-
ляется отрезок AB , поэтому 4AB . 

Обозначим dNL 1 . Поскольку BN1  – высота прямоугольного треугольника NNL 11 , то 322
1111  NLNLBL  и, 

следовательно, 
d

BL
32

1  . Тогда 
d

BLAN
16

2

1
1   и 

dd
dANBLNLAB

1632
11  . Получаем уравнение 

d
d

48
4  , откуда 04842  dd ,  1312 d  (поскольку 0d ). 

Наконец, высота призмы равна   132623213214422
1  LNNLh ; тогда объём призмы равен 

1326322  hKLV . 
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Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество 
баллов), только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полно-
стью объяснены все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к 
упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 
1.(6) За каждый верно рассмотренный случай (“основание > 1”, “основание < 1”)  ........................ 3 балла, 

– неэквивалентное преобразование неравенства ..................... 0 баллов за все последующие действия, 
– в ответ включено значение x , при котором основание логарифма равно 1 ................... снять 1 балл, 
– в ответ включено значение x , при котором основание логарифма равно 0  ................... снять 1 балл, 
– в ответ включены значения x , при которых основание логарифма отрицательно ................................. 

........................................................................................................................ не более 3 баллов за задачу. 
2.(6) Доказано, что минимум одной из частей уравнения равен максимуму другой  ........................ 1 балл, 

– верно разобран только один из случаев знака выражения в скобках ........................................... 1 балл, 
3.(6) Сделана замена переменных (как в решении) ............................................................................... 1 балл, 

– получено кубическое уравнение относительно одной из новых переменных ............................ 1 балл, 
– решено кубическое уравнение ....................................................................................................... 2 балла, 
– получены посторонние решения .......................................................................................... снять 1 балл. 

4.(8) Найдено отношение расстояний от центров окружностей до прямой AB  ................................. 1 балл, 
– найдено отношение радиусов окружностей ................................................................................. 4 балла. 

5.(6) Указаны все возможные варианты для последней цифры числа ................................................. 1 балл, 
– за формулировки признаков делимости на 12 (на 75) ...................................... баллы не добавляются, 
– при решении перебором получен неверный ответ ...................................... не более 1 балла за задачу, 

– ответ записан в виде 29 k  и т.п. ........................................................................... баллы не снимаются. 
6.(8) Построено множество точек, удовлетворяющих первому уравнению ..................................... 2 балла, 
Сверх этого1: 
– за каждое найденное значение параметра ..................................................................................... 3 балла, 
– получено 1 лишнее значение параметра ............................................................................. снять 1 балл, 
– получено 2 лишних значения параметра ........................................................................... снять 3 балла. 

7.(8) – Найдено отношение отрезков пункта а) .................................................................................... 2 балла, 
– указано, что расстояние между плоскостями равно диаметру сферы .......................................... 1 балл, 
– найден отрезок пункта б) ................................................................................................................ 3 балла, 
– найден объём призмы ...................................................................................................................... 2 балла. 

                                                 
1 Если верно построено множество точек, удовлетворяющих первому уравнению, то оценка за задачу не может быть менее 2 
баллов. 
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1. Решите уравнение x
x

x

x

x
cos5

cos

3cos

sin

3sin2
 . 

Ответ:  kkx ,
4

1
arccos  . 

Решение. Данное уравнение при условии 0sincos xx  равносильно каждому из следующих: 

   
01cos5cos4cos53cos4sin86cos5

cos

cos3cos4

sin

sin4sin32 222
33







xxxxxx
x

xx

x

xx
. 

Решая последнее уравнение как квадратное относительно xcos , получаем что 1cos x  или 
4

1
cos x . Первый 

случай не удовлетворяет ОДЗ (так как если 1cos x , то 0sin x ). Из второго уравнения находим, что 

 kkx ,
4

1
arccos  . 

 

2. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 












.843

,022

422 yyx
x

y
xyy

 

Ответ: 







3;
3

1
, 










 44

19

84
2;

76

21
. 

Решение. Обозначим u
x

y
 , vxy   (при этом 0u , 0v ). Тогда yyyxy

x

y
uv  2 , 

xxx
x

y
xy

u

v
 2: , так как по условию x  и y  положительны. Система принимает вид 

  















.843

,021

843

,022
444444 vuv

uv

vuv

uvuv
 

Из первого уравнения следует, что 1v  или 2u . 

Если 1v , то 843 4  u , откуда 3u ; тогда 
3

1


u

v
x , 3 uvy . 

Если 2u , то 84163 44  vv , откуда 4
19

84
v ; тогда 4

76

21


u

v
x , 4

19

84
2  uvy . 

 

3. Решите неравенство 68217 33

35

 


xx

x

. 
Ответ:     ;31;17log63 2 x . 
Решение. Логарифмируя обе части неравенства по основанию 2, получаем: 

      
0

3

317log61
0117log

3

66
17log2317log

3

35 2
222 












x

xx
x

x

x
x

x

x
. 

Решая последнее неравенство методом интервалов, находим, что     ;31;17log63 2 x . 
 
 
4. Окружность   радиуса 6 с центром O  вписана в остроугольный треугольник CFM  и касается его сторон CM  

и FM  в точках P  и K  соответственно. Окружность   радиуса 
2

135
 с центром T  описана около треуголь-

ника PKM . 
а) Найдите OM . 
б) Пусть дополнительно известно, что отношение площади треугольника CFT  к площади треугольника CFM  

равно 
8

5
. Найдите длину биссектрисы MA  треугольника CFM , а также его площадь. 

Ответ: а) 135OM , б) 
3

1320
MA , 204S . 

Решение. а) Радиус, проведённый в точку касания, перпендикулярен касательной, поэтому углы OKM  и OPM  
прямые, т.е. из точек K  и P  отрезок OM  виден под прямым углом. Следовательно, окружность, построенная 
на отрезке OM  как на диаметре, проходит также через точки K  и P , значит, это окружность  . Отрезок 
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OM  равен удвоенному радиусу этой окружности, т.е. 135OM . 
б) Обозначим точку касания окружности со стороной CF  через B , высоту треугольника, проведённую из вер-

шины M , через MH . Пусть AMH . Центр вписанной окружности – это точка пересечения биссектрис 

треугольника, поэтому MAO . Из треугольника POM  находим, что 1722  OPOMPM . 
Поскольку у треугольников CFT  и CFM  общее основание CF , то их площади относятся как высоты, проведён-

ные к этому основанию, а отношение этих высот равно MATA : . Отсюда получаем 
MA

MTMA

MA

TA 


8

5
, 

MTMAMA 885  , 
3

1320

2

135

3

8

3

8
 MTMA , 

3

135
 OMAMAO . 

Поскольку AHOB || ,  AMHAOB ; из треугольника AOB  получаем, что 
135

18
cos 

AO

BO . Из треуголь-

ника AMH  находим, что 24cos  MAMH . 

Выразим площадь треугольника CMF  двумя способами. С одной стороны, CFMHCFSCMF  12
2

1
. С дру-

гой стороны, prSCMF  , где 6r  – радиус вписанной окружности, p  – полупериметр треугольника. В силу 

того, что FKFB  , MPMK  , CPCB  , получаем, что 17 CFMPCFMPCBFBp , 

 176  CFSCMF . Получаем уравнение  17612  CFCF , откуда 17CF , 20412  CFSCMF . 
 
5. В числе **02****2016  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 15. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 5184. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 15, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 5, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 5 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это можно 
сделать 6666   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 5184266662   способа. 
 

6. Дана система уравнений 
 









.01515

,12166616 2222

axya

yxxxyxx  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы, и найдите 
площадь полученной фигуры. 

б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно одно решение. 
Ответ: а) 128,0arcsin2525  , б) 12,20  aa . 

Решение. а) Заметим, что равенство baba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a  и b  неотри-

цательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому первое 
уравнение равносильно системе неравенств 

 


















.0

,253

06

,0616 2222

x

yx

x

yxx  

Первое неравенство задаёт круг радиуса 5 с центром  0;3 , а вся система – часть этого круга, лежащую в полу-

плоскости 0x . Площадь этого сегмента равна разности площади круга и площади сегмента этого круга, 
находящегося в полуплоскости 0x . Поскольку центральный угол этого сегмента равен 8,0arcsin2 , получа-
ем, что его площадь S  равна 128,0arcsin2525  . 

б) Рассмотрим второе уравнение исходной системы. Перепишем его в виде   015151  yxya . Если подста-

вить в него 1y , то получим, что 1x . Таким образом, это уравнение задаёт прямую, проходящую через 

точку  1;1 . Эта точка лежит в отсечённом от окружности сегменте. 
Значит, система имеет ровно одно решение тогда, когда прямая проходит через одну из “вершин” сегмента – точ-

ку  4;0M  или точку  4;0 P . Подставляя координаты точек в уравнение прямой, получаем: 
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 4;0M       0154 aa 20a . 

 4;0 P       0154 aa 12a . 
 
7. Дана прямая треугольная призма 111 CBABCA . Сфера с диаметром BC  пересекает рёбра AC  и AB  соответ-

ственно в точках P  и Q , отличных от вершин призмы. Отрезки PB1  и QC1  пересекаются в точке T , и при 

этом 51 PB , 2TQ . 
а) Найдите угол TPA . 
б) Найдите отношение CPAP : . 
в) Пусть дополнительно известно, что 3AC . Найдите объём призмы. 

Ответ: а) 90 , б) 1:2 , в) 15V . 

Решение. а) Точки P  и Q  лежат на окружности с диаметром BC ; значит, 90BPC , 90BQC  (т.е. BP  и 

CQ  – высоты треугольника ABC ). Прямая BP  – это проекция прямой TP  на плоскость основания, при этом 

PABP  . Тогда по теореме о трёх перпендикулярах PATP  , т.е. 90TPA . 
б) Поскольку прямые PB1  и QC1  пересекаются, то все четыре точки 1B , 1C , P  и Q  лежат в одной плоскости 

(назовём её  ). Значит, прямые PQ  и 11CB  лежат в одной плоскости  , а так как они не пересекаются (по-

скольку лежат в параллельных друг другу основаниях призмы), то 11|| CBPQ . Значит, BCPQ || . Трапеция 

PQBC  вписана в окружность, следовательно, она равнобокая, тогда углы при её основании BC  равны, и по-

этому треугольник ABC  равнобедренный ( ACAB  ). 
Треугольники TCB 11  и PQT  подобны по двум углам. Из равенства треугольников QCC1  и PBB1  следует, что 

QCPB 11  , поэтому оба треугольника TCB 11  и PQT  равнобедренные с основаниями 11CB  и PQ  соответ-

ственно. Значит,     3:2::::: 11111  TQPBTQTQQCTQTCTQCBPQBCPQ , откуда 

2

1
1

2

3
11 




PQ

BC

AP

AC

AP

APAC

AP

CP
. 

в) Если 3AC , то 1CP , 2AP , 3AB ; 522  APABBP ; 5222
11  BPPBBB . Значит, площадь 

основания призмы равна 53
2

1
ABCS , объём призмы равен 151  BBSV ABC . 
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1. Решите уравнение x
x

x

x

x
sin5

cos

3cos2

sin

3sin
 . 

Ответ:  kkx ,
4

1
arcsin  . 

Решение. Данное уравнение при условии 0sincos xx  равносильно каждому из следующих: 

   
01sin5sin4sin56cos8sin43sin5

cos

cos3cos42

sin

sin4sin3 222
33







xxxxxx
x

xx

x

xx
. 

Решая последнее уравнение как квадратное относительно xsin , получаем что 1sin x  или 
4

1
sin x . Первый 

случай не удовлетворяет ОДЗ (так как если 1sin x , то 0cos x ). Из второго уравнения находим, что 

 kkx ,
4

1
arcsin  . 

 

2. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 












.82

,0623

422 xyx

y

x
xyx

 

Ответ: 















4
4

66

4
;66,

3

1
;3 . 

Решение. Обозначим u
y

x
 , vxy   (при этом 0u , 0v ). Тогда xxxxy

y

x
uv  2 , 

yyy
y

x
xy

u

v
 2: , так как по условию x  и y  положительны. Система принимает вид 

  















.82

,032

82

,0623
444444 vuv

uv

vuv

uvuv
 

Из первого уравнения следует, что 2v  или 3u . 

Если 2v , то 821616 4  u , откуда 
2

664
u ; тогда 

4 66

4


u

v
y , 4 66 uvx . 

Если 3u , то 8281 44  vv , откуда 1v ; тогда 
3

1


u

v
y , 3 uvx . 

 

3. Решите неравенство 7535 44

5

 


xx

x

. 
Ответ:     ;45log3;4 3x . 
Решение. Логарифмируя обе части неравенства по основанию 3, получаем: 

      
0

4

45log3
035log

4

3
5log2145log

4

5 3
333 












x

xx
x

x

x
x

x

x
. 

Решая последнее неравенство методом интервалов, находим, что     ;45log3;4 3x . 

 
4. Окружность   радиуса 4 с центром O  вписана в остроугольный треугольник EFQ  и касается его сторон FQ  и 

EQ  в точках M  и P  соответственно. Окружность   радиуса 
2

65
 с центром T  описана около треугольника 

PQM . 

а) Найдите OQ . 

б) Пусть дополнительно известно, что отношение площади треугольника FTE  к площади треугольника EFQ  

равно 
3

2
. Найдите длину биссектрисы QA  треугольника EFQ , а также его площадь. 

Ответ: а) 65OQ , б) 
2

653
QA , 84S . 

Решение. а) Радиус, проведённый в точку касания, перпендикулярен касательной, поэтому углы OMQ  и OPQ  

прямые, т.е. из точек M  и P  отрезок OQ  виден под прямым углом. Следовательно, окружность, построенная 
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на отрезке OQ  как на диаметре, проходит также через точки M  и P , значит, это окружность  . Отрезок OQ  

равен удвоенному радиусу этой окружности, т.е. 65OQ . 
б) Обозначим точку касания окружности со стороной EF  через B , высоту треугольника, проведённую из вер-

шины Q , через QH . Пусть AQH . Центр вписанной окружности – это точка пересечения биссектрис тре-

угольника, поэтому QAO . Из треугольника POQ  находим, что 722  OPOQPQ . 

Поскольку у треугольников EFT  и EFQ  общее основание EF , то их площади относятся как высоты, проведён-

ные к этому основанию, а отношение этих высот равно QATA : . Отсюда получаем 
QA

QTQA

QA

TA 


3

2
, 

QTQAQA 332  , 
2

653

2

65
33  QTQA , 

2

65
 OQAQAO . 

Поскольку QHOB || ,  AQHAOB ; из треугольника AOB  получаем, что 
65

8
cos 

AO

BO . Из треугольни-

ка AQH  находим, что 12cos  QAQH . 

Выразим площадь треугольника EFQ  двумя способами. С одной стороны, EFQHEFS EFQ  6
2

1
. С другой 

стороны, prS EFQ  , где 4r  – радиус вписанной окружности, p  – полупериметр треугольника. В силу того, 

что FMFB  , QPMQ  , EPBE  , получаем, что 7 EFPQEFPQBEFBp ,  74  EFS EFQ . По-

лучаем уравнение  746  EFEF , откуда 14EF , 846  EFSCMF . 

 
5. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 8,7,6,4,2,0  (цифры могут по-

вторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 6. Сколькими способами это можно сделать? 
Ответ: 2160. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 6, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 3. Для то-

го, чтобы выполнилась делимость на 2, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем выбрать 
8,6,4,2,0  (5 способов). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 666   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 6), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 8), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 216026665   способов. 
 

6. Дана система уравнений 
 









.0134

,916889 2222

ayxa

yxyyyxy  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы, и найдите 
площадь полученной фигуры. 

б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно одно решение. 
Ответ: а) 126,0arcsin2525  , б) 3,6  aa . 

Решение. а) Заметим, что равенство baba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a  и b  неотри-

цательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому первое 
уравнение равносильно системе неравенств 

 


















.0

,254

08

,089 2222

y

xy

y

yxy  

Первое неравенство задаёт круг радиуса 5 с центром  4;0 , а вся система – часть этого круга, лежащую в полу-

плоскости 0y . Площадь этого сегмента равна разности площади круга и площади сегмента этого круга, 

находящегося в полуплоскости 0y . Поскольку центральный угол этого сегмента равен 6,0arcsin2 , получа-
ем, что его площадь S  равна 126,0arcsin2525  . 

б) Рассмотрим второе уравнение исходной системы. Перепишем его в виде   01341  yxxa . Если подста-

вить в него 1x , то получим, что 
13

4
y . Таким образом, это уравнение задаёт прямую, проходящую через 
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точку 





 

13

4
;1 . Эта точка лежит в отсечённом от окружности сегменте. 

Значит, система имеет ровно одно решение тогда, когда прямая проходит через одну из “вершин” сегмента – точ-
ку  0;3M  или точку  0;3P . Подставляя координаты точек в уравнение прямой, получаем: 

 0;3M       043 aa 3a . 

 0;3P       043 aa 6a . 
 
7. Дана прямая треугольная призма 111 CBABCA . Сфера с диаметром AC  пересекает рёбра AB  и BC  соответ-

ственно в точках F  и N , отличных от вершин призмы. Отрезки FC1  и NA1  пересекаются в точке P , и при 

этом 71 NA , 61 PC . 

а) Найдите угол PFA . 
б) Найдите отношение FBAF : . 
в) Пусть дополнительно известно, что 6AB . Найдите объём призмы. 

Ответ: а) 90 , б) 1:5 , в) 1021V . 

Решение. а) Точки F  и N  лежат на окружности с диаметром AC ; значит, 90AFC , 90ANC  (т.е. AN  и 
CF  – высоты треугольника ABC ). Прямая CF  – это проекция прямой FC1  на плоскость основания, при этом 

ABCF  . Тогда по теореме о трёх перпендикулярах ABFC 1 , т.е. 90PFA . 

б) Поскольку прямые FC1  и NA1  пересекаются, то все четыре точки 1A , 1C , F  и N  лежат в одной плоскости 

(назовём её  ). Значит, прямые FN  и 11CA  лежат в одной плоскости  , а так как они не пересекаются (по-

скольку лежат в параллельных друг другу основаниях призмы), то 11|| CAFN . Значит, ACFN || . Трапеция 

AFNC  вписана в окружность, следовательно, она равнобокая, тогда углы при её основании AC  равны, и по-
этому треугольник ABC  равнобедренный ( BCAB  ). 

Треугольники PCA 11  и FNP  подобны по двум углам. Из равенства треугольников FCC1  и NAA1  следует, что 

FCNA 11  , поэтому оба треугольника PCA 11  и FNP  равнобедренные с основаниями 11CA  и FN  соответ-

ственно. Значит,     6:1::::: 111111111  PCPCNAPCPCFCPCFPCAFNACFN , откуда 

51611 



FN

AC

BF

AB

BF

BFAB

BF

AF
. 

в) Если 6AB , то 1BF , 5AF , 6BC ; 3522  BFBCCF ; 1422
11  CFFCCC . Значит, пло-

щадь основания призмы равна 146
2

1
ABCS , объём призмы равен 10211  CCSV ABC . 
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1. Решите уравнение x
x

x

x

x
cos7

cos

3cos2

sin

3sin3
 . 

Ответ:  kkx ,
4

3
arccos  . 

Решение. Данное уравнение при условии 0sincos xx  равносильно каждому из следующих: 

   
03cos7cos4cos76cos8sin129cos7

cos

cos3cos42

sin

sin4sin33 222
33







xxxxxx
x

xx

x

xx
. 

Решая последнее уравнение как квадратное относительно xcos , получаем что 1cos x  или 
4

3
cos x . Первый 

случай не удовлетворяет ОДЗ (так как если 1cos x , то 0sin x ). Из второго уравнения находим, что 

 kkx ,
4

3
arccos  . 

 

2. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 












.182

,0242

2422 yyxx

y

x
xyx

 

Ответ:   








 4
4

286;
4

286
,2;2 . 

Решение. Обозначим u
y

x
 , vxy   (при этом 0u , 0v ). Тогда xxxxy

y

x
uv  2 , 

yyy
y

x
xy

u

v
 2: , так как по условию x  и y  положительны. Система принимает вид 

  


















.182

,0122
18

2

,0242

44
2

2

2

6
22

uv

uv

u

v

u

v
vu

uvuv

 

Из первого уравнения следует, что 2v  или 
2

1
u . 

Если 2v , то 18216 4  u , откуда 1u ; тогда 2
u

v
y , 2 uvx . 

Если 
2

1
u , то 18

8

14 v , откуда 
2

2864
v ; тогда 4 286

u

v
y , 

4

2864
 uvx . 

 

3. Решите неравенство 99311 44

43

 


xx

x

. 
Ответ:     ;42;11log44 3 x . 
Решение. Логарифмируя обе части неравенства по основанию 3, получаем: 

      
0

4

411log42
0211log

4

84
11log2411log

4

43 3
333 












x

xx
x

x

x
x

x

x
. 

Решая последнее неравенство методом интервалов, находим, что     ;42;11log44 3 x . 
 
4. Окружность   радиуса 8 с центром O  вписана в остроугольный треугольник ENT  и касается его сторон EN  

и NT  в точках C  и A  соответственно. Окружность   радиуса 
2

145
 с центром B  описана около треуголь-

ника ACN . 
а) Найдите ON . 
б) Пусть дополнительно известно, что отношение площади треугольника BTE  к площади треугольника ENT  

равно 
10

7
. Найдите длину биссектрисы NL  треугольника ENT , а также его площадь. 

Ответ: а) 145ON , б) 
3

1455
NL , 360S . 

Решение. а) Радиус, проведённый в точку касания, перпендикулярен касательной, поэтому углы OCN  и OAN  
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прямые, т.е. из точек A  и C  отрезок ON  виден под прямым углом. Следовательно, окружность, построенная 
на отрезке ON  как на диаметре, проходит также через точки A  и C , значит, это окружность  . Отрезок ON  

равен удвоенному радиусу этой окружности, т.е. 145ON . 
б) Обозначим точку касания окружности со стороной ET  через F , высоту треугольника, проведённую из вер-

шины N , через NH . Пусть LNH . Центр вписанной окружности – это точка пересечения биссектрис тре-

угольника, поэтому NLO . Из треугольника CNO  находим, что 922  OCONCN . 
Поскольку у треугольников BTE  и ENT  общее основание ET , то их площади относятся как высоты, проведён-

ные к этому основанию, а отношение этих высот равно BLNL : . Отсюда получаем 
NL

BNNL

NL

BL 


10

7
, 

BNNLNL 10107  , 
3

1455

2

145

3

10

3

10
 BNNL , 

3

1452
 ONNLLO . 

Поскольку NHOF || ,  LNHLOF ; из треугольника LOF  получаем, что 
145

12
cos 

LO

FO . Из треугольни-

ка NLH  находим, что 20cos  NLNH . 

Выразим площадь треугольника ENT  двумя способами. С одной стороны, ETNHETS ENT  10
2

1
. С другой 

стороны, prS ENT  , где 8r  – радиус вписанной окружности, p  – полупериметр треугольника. В силу того, 

что TATF  , ECEF  , NANC  , получаем, что 9 ETCNETCNEFTFp ,  98  ETS ENT . По-

лучаем уравнение  9810  ETET , откуда 36ET , 36010  ETSCMF . 
 
5. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 15. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 864. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 15, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 5 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 5, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 5 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 666   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 86426662   способа. 
 

6. Дана система уравнений 
 









.154315

,49229 2222

xaay

yyxyyyx  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы, и найдите 
площадь полученной фигуры. 

б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно одно решение. 
Ответ: а) 3arctg10310  S , б) 5a , 3a . 

Решение. а) Заметим, что равенство baba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a  и b  неотри-

цательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому первое 
уравнение равносильно системе неравенств 

 


















.0

,101

02

,029 2222

y

xy

y

yyx  

Первое неравенство задаёт круг радиуса 10  с центром  1;0  , а вся система – часть этого круга, лежащую в по-

луплоскости 0y . Площадь этого сегмента равна разности площади круга и площади сегмента этого круга, 

находящегося в полуплоскости 0y . Поскольку центральный угол этого сегмента равен 3arctg2 , получаем, 

что его площадь S  равна 3arctg10310  . 

б) Рассмотрим второе уравнение исходной системы. Перепишем его в виде   0151534  yxxa . Если подста-

вить в него 
4

3
x , то получим, что 

4

3
y . Таким образом, это уравнение задаёт прямую, проходящую через 
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точку 







4

3
;

4

3
. Эта точка лежит в отсечённом от окружности сегменте. 

Значит, система имеет ровно одно решение тогда, когда прямая проходит через одну из “вершин” сегмента – точ-
ку  0;3M  или точку  0;3P . Подставляя координаты точек в уравнение прямой, получаем: 

 0;3M      15433 aa 5a . 

 0;3P      15433 aa 3a . 
 
7. Дана прямая треугольная призма 111 CBABCA . Сфера с диаметром 11CA  пересекает рёбра 11CB  и 11BA  соот-

ветственно в точках 1N  и 1K , отличных от вершин призмы. Отрезки 1AN  и 1CK  пересекаются в точке F , и 

при этом 71 AN , 4CF . 

а) Найдите угол 11BFN . 

б) Найдите отношение 1111 : BNNC . 

в) Пусть дополнительно известно, что 8BC . Найдите объём призмы. 

Ответ: а) 90 , б) 3:1 , в) 356V . 

Решение. а) Точки 1K  и 1N  лежат на окружности с диаметром 11CA ; значит, 90111  CKA , 90111  CNA  

(т.е. 11NA  и 11KC  – высоты треугольника 111 CBA ). Прямая 11NA  – это проекция прямой 1AN  на плоскость 

основания, при этом 1111 CBNA  . Тогда по теореме о трёх перпендикулярах 111 CBAN  , т.е. 9011  BFN . 

б) Поскольку прямые 1AN  и 1CK  пересекаются, то все четыре точки 1N , 1K , A  и C  лежат в одной плоскости 

(назовём её  ). Значит, прямые AC  и 11NK  лежат в одной плоскости  , а так как они не пересекаются (по-

скольку лежат в параллельных друг другу основаниях призмы), то 11|| NKAC . Значит, 1111 || CANK . Трапеция 

1111 CNKA  вписана в окружность, следовательно, она равнобокая, тогда углы при её основании 11CA  равны, и 

поэтому треугольник 111 CBA  равнобедренный ( 1111 CBBA  ). 

Треугольники FNK 11  и ACF  подобны по двум углам. Из равенства треугольников 11KCC  и 11NAA  следует, что 

11 CKAN  , поэтому оба треугольника FNK 11  и ACF  равнобедренные с основаниями 11NK  и AC  соответ-

ственно. Значит,     4:3::::: 111111111  CFCFANCFCFCKCFFKACNKCANK , откуда 

3

1
1

3

4
11

11

11

11

11

11

1111

11

11 



KN

CA

BN

BC

BN

BNBC

BN

NC
. 

в) Если 8BC , то 211 NC , 611 NB , 811 BA ; 722
11

2
1111  NBBANA ; 212

11
2

11  NAANAA . 

Значит, площадь основания призмы равна 728
2

1
111

CBAS , объём призмы равен 3561111
 AASV CBA . 
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1. Решите уравнение x
x

x

x

x
sin7

cos

3cos3

sin

3sin2
 . 

Ответ:  kkx ,
4

3
arcsin  . 

Решение. Данное уравнение при условии 0sincos xx  равносильно каждому из следующих: 

   
03sin7sin4sin79cos12sin86sin7

cos

cos3cos43

sin

sin4sin32 222
33







xxxxxx
x

xx

x

xx
. 

Решая последнее уравнение как квадратное относительно xsin , получаем что 1sin x  или 
4

3
sin x . Первый 

случай не удовлетворяет ОДЗ (так как если 1sin x , то 0cos x ). Из второго уравнения находим, что 

 kkx ,
4

3
arcsin  . 

2. Найдите все пары положительных чисел  yx, , удовлетворяющих системе уравнений 












.281

,0263

2422 yyxx

xy
x

y
y

 

Ответ: 

















3

31
;

12

31
,

3

1
;

3

1 44
. 

Решение. Обозначим u
x

y
 , vxy   (при этом 0u , 0v ). Тогда yyyxy

x

y
uv  2 , 

xxx
x

y
xy

u

v
 2: , так как по условию x  и y  положительны. Система принимает вид 

  


















.2811

,0132
281

,0263

4442226
2

2

uuv

vu
vuuv

u

v

vuuv
 

Из первого уравнения следует, что 2u  или 
3

1
v . 

Если 2u , то 3216811 4  v , откуда 
6

314
v ; тогда 

12

314


u

v
x , 

3

314
 uvy . 

Если 
3

1
v , то 44 21 uu  , откуда 1u ; тогда 

3

1


u

v
x , 

3

1
 uvy . 

 

3. Решите неравенство 5672 33

1

 


xx

x

. 
Ответ:     ;32log42;3 7x . 
Решение. Логарифмируя обе части неравенства по основанию 7, получаем: 

      
0

3

32log42
022log

3

84
2log3132log

3

1 7
777 












x

xx
x

x

x
x

x

x
. 

Решая последнее неравенство методом интервалов, находим, что     ;32log42;3 7x . 
 
4. Окружность   радиуса 6 с центром O  вписана в остроугольный треугольник ABC  и касается его сторон AB  и 

BC  в точках F  и T  соответственно. Окружность   радиуса 
2

85
 с центром M  описана около треугольника 

BFT . 
а) Найдите BO . 
б) Пусть дополнительно известно, что отношение площади треугольника ACM  к площади треугольника ABC  

равно 
10

7
. Найдите длину биссектрисы BQ  треугольника ABC , а также его площадь. 

Ответ: а) 85BO , б) 
3

855
BQ , 210S . 

Решение. а) Радиус, проведённый в точку касания, перпендикулярен касательной, поэтому углы OFB  и OTB  
прямые, т.е. из точек F  и T  отрезок OB  виден под прямым углом. Следовательно, окружность, построенная 
на отрезке OB  как на диаметре, проходит также через точки F  и T , значит, это окружность  . Отрезок OB  
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равен удвоенному радиусу этой окружности, т.е. 85OB . 
б) Обозначим точку касания окружности со стороной AC  через L , высоту треугольника, проведённую из вер-

шины B , через BH . Пусть QBH . Центр вписанной окружности – это точка пересечения биссектрис тре-

угольника, поэтому BQO . Из треугольника BOT  находим, что 722  OTOBBT . 

Поскольку у треугольников AMC  и ABC  общее основание AC , то их площади относятся как высоты, проведён-

ные к этому основанию, а отношение этих высот равно BQMQ : . Отсюда получаем 
BQ

BMBQ

BQ

MQ 


10

7
, 

BMBQBQ 10107  , 
3

855

2

85

3

10

3

10
 BMBQ , 

3

852
 OBBQOQ . 

Поскольку BHOL || ,  HBQLOQ ; из треугольника LOQ  получаем, что 
85

9
cos 

QO

LO . Из треугольника 

BQH  находим, что 15cos  BQBH . 

Выразим площадь треугольника ABC  двумя способами. С одной стороны, ACBHACS ABC 
2

15

2

1
. С другой 

стороны, prS ABC  , где 6r  – радиус вписанной окружности, p  – полупериметр треугольника. В силу того, 

что ALAF  , BTBF  , CTCL  , получаем, что 7 ACBTACBTLCALp ,  76  ACS ABC . По-

лучаем уравнение  765,7  ACAC , откуда 28AC , 2105,7  ACS ABC . 
 
5. В числе *02****2016  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,4,2,0  (цифры могут по-

вторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 6. Сколькими способами это можно сделать? 
Ответ: 1728. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 6, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 2 и на 3. Для то-

го, чтобы выполнилась делимость на 2, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем выбрать 
8,4,2,0  (4 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 666   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 8), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 172826664   способов. 
 

6. Дана система уравнений 
 









.43153

,44224 2222

ayxa

yxxxyxx  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы, и найдите 
площадь полученной фигуры. 

б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно одно решение. 
Ответ: а) 22arctg55  S , б) 10a , 2a . 

Решение. а) Заметим, что равенство baba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a  и b  неотри-

цательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому первое 
уравнение равносильно системе неравенств 

 


















.0

,51

02

,024 2222

x

yx

x

yxx  

Первое неравенство задаёт круг радиуса 5  с центром  0;1 , а вся система – часть этого круга, лежащую в по-

луплоскости 0x . Площадь этого сегмента равна разности площади круга и площади сегмента этого круга, 
находящегося в полуплоскости 0x . Поскольку центральный угол этого сегмента равен 2arctg2 , получаем, 

что его площадь S  равна 22arctg55  . 

б) Рассмотрим второе уравнение исходной системы. Перепишем его в виде   0431513  yxxa . Если под-

ставить в него 
3

1
x , то получим, что 

3

1
y . Таким образом, это уравнение задаёт прямую, проходящую через 

точку 







3

1
;

3

1
. Эта точка лежит в отсечённом от окружности сегменте. 
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Значит, система имеет ровно одно решение тогда, когда прямая проходит через одну из “вершин” сегмента – точ-
ку  2;0M  или точку  2;0 P . Подставляя координаты точек в уравнение прямой, получаем: 

 2;0M     460 a 10a . 

 2;0 P     460 a 2a . 
 
7. Дана прямая треугольная призма 111 CBABCA . Сфера с диаметром 11BA  пересекает рёбра 11CA  и 11CB  соот-

ветственно в точках 1T  и 1L , отличных от вершин призмы. Отрезки 1BT  и 1AL  пересекаются в точке S , и при 

этом 71 AL , 21 ST . 

а) Найдите угол 11AST . 

б) Найдите отношение 1111 : CTTA . 

в) Пусть дополнительно известно, что 5AC . Найдите объём призмы. 

Ответ: а) 90 , б) 2:3 , в) 335V . 

Решение. а) Точки 1T  и 1L  лежат на окружности с диаметром 11BA ; значит, 90111  BLA , 90111  BTA  (т.е. 

11LA  и 11TB  – высоты треугольника 111 CBA ). Прямая 11TB  – это проекция прямой 1BT  на плоскость основа-

ния, при этом 1111 CATB  . Тогда по теореме о трёх перпендикулярах 111 CABT  , т.е. 9011  AST . 

б) Поскольку прямые 1BT  и 1AL  пересекаются, то все четыре точки 1T , 1L , A  и B  лежат в одной плоскости 

(назовём её  ). Значит, прямые AB  и 11LT  лежат в одной плоскости  , а так как они не пересекаются (по-

скольку лежат в параллельных друг другу основаниях призмы), то 11|| LTAB . Значит, 1111 || BALT . Трапеция 

1111 BLTA  вписана в окружность, следовательно, она равнобокая, тогда углы при её основании 11BA  равны, и 

поэтому треугольник 111 CBA  равнобедренный ( 1111 CBCA  ). 

Треугольники SLT 11  и ABS  подобны по двум углам. Из равенства треугольников 11TBB  и 11LAA  следует, что 

11 BTAL  , поэтому оба треугольника SLT 11  и ABS  равнобедренные с основаниями 11LT  и AB  соответствен-

но. Значит,     5:2::::: 1111111111111  STALSTSTBTSTSBSTABLTBALT , откуда 

2

3
1

2

5
11

11

11

11

11

11

1111

11

11 



LT

BA

CT

AC

CT

CTAC

CT

TA
. 

в) Если 5AC , то 211 TC , 311 TA , 511 CB ; 212
11

2
1111  TCCBTB ; 722

11
2

11  TBBTBB . Зна-

чит, площадь основания призмы равна 215
2

1
111

CBAS , объём призмы равен 3351111
 BBSV CBA . 
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Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество 
баллов), только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полно-
стью объяснены все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к 
упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 
1.(6) Получено уравнению относительно xsin   xcos  ......................................................................... 2 балла, 

– за каждый случай раскрытия модуля............................................................................................. 2 балла, 
– не сделан (неверно сделан отбор), возникающий за счёт разбора случаев при раскрытии модуля 

.............................................................................................................................................. снять 2 балла, 
– не учтено ОДЗ (нули знаменателя) ...................................................................................... снять 1 балл. 

2.(6) Первое уравнение разложено на множители ............................................................................... 2 балла, 
– за каждый из двух полученных случаев ........................................................................................ 2 балла. 

3.(6) Неэквивалентное преобразование неравенства ................... 0 баллов за все последующие действия, 
– неравенство сведено к дробно-рациональному ............................................................................ 2 балла, 

– неравенство преобразовано к виду 
   
  0
xR

xQxP
, где  xP ,  xQ ,  xR  – линейные функции перемен-

ной x  (или к виду 
 
  0
xR

xG
, где  xR  – линейная функция,  xG  – квадратичная функция и при этом 

найдены нули  xG ) ....................................................................................................................... 2 балла, 
– границы промежутков указаны в ответе в неупрощённой форме .................................... снять 1 балл, 
– точки расположены на числовой прямой в неправильном порядке ................................. снять 1 балл, 
– угадано целое значение x , при котором неравенство обращается в равенство ... баллы не добавляются. 

4.(8) Решён пункт а) ................................................................................................................................ 2 балла, 
– за каждый из вопросов пункта б) (биссектриса, площадь) .......................................................... 3 балла. 

5.(6) Указаны все возможные варианты для последней цифры числа ................................................. 1 балл, 
– за формулировки признаков делимости на 6 (на 15) ........................................ баллы не добавляются, 
– при решении перебором получен неверный ответ ...................................... не более 1 балла за задачу, 

– ответ записан в виде 86 k  и т.п. ........................................................................... баллы не снимаются. 
6.(8) а) (4) Построено множество .......................................................................................................... 3 балла, 

– найдена его площадь ......................................................................................................................... 1 балл. 
б) (4) установлено, что все прямые, заданные вторым уравнением системы, проходят через одну точку 

............................................................................................................................................................... 2 балла, 
– за каждое найденное значение параметра ............................................................................... по 1 баллу; 

при ином способе решения: 
– указаны необходимые условия того, что прямая и сегмент имеют ровно одну общую точку (касание 

или прямая проходит через “вершину” сегмента) ........................................................................ 1 балл, 
– показано, что касательных нет ......................................................................................................... 1 балл, 
– найдены значения параметра, при которых прямая проходит через “вершины” сегмента ....... 1 балл, 
– проверено, что эти прямые не имеют общих точек с окружностью ............................................ 1 балл. 

7.(8) Показано, что отрезок, соединяющий точки пересечения сферы с рёбрами параллелен данному 
диаметру сферы .................................................................................................................................. 2 балла, 
– доказано, что в основании призмы лежит равнобедренный треугольник (или эквивалентное утвер-

ждение) .............................................................................................................................................. 1 балл, 
– найден угол пункта а) ........................................................................................................................ 1 балл, 
– найдено отношение пункта б) ........................................................................................................ 2 балла, 
– найден объём призмы ...................................................................................................................... 2 балла. 
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1. Решите неравенство     xxxx
xxxx

1822542
323

3333


 . 

Ответ:    21;0
2

9
; 




 x . 

Решение. Основание степени положительно при всех x , поэтому данное неравенство равносильно следующему: 

      01825423 3232  xxxxxx       0185221 2  xxxxx       09221 2  xxxx , 

откуда с помощью метода интервалов находим, что    21;0
2

9
; 




 x . 

 

2. Решите уравнение x
xx

xx
2sin2

2sin4sin

7cos5cos





. 

Ответ: kx 2
4

113
arccos 


 , kx 2

4

131
arccos 


 , k . 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

  xxxxxx
x

xx
x

xx

xxx
x

xx

xx
cossin23cos4sincossin2

cos

3cossin
2sin2

cos3sin

3cos3sinsin2
2sin2

cos3sin2

6sinsin2 2  . 

Рассмотрим два случая. 

а) 0cossin xx  (т.е. угол x  лежит в первой или третьей четверти). Тогда получаем   xxxx cossin23cos4sin 2  , 

откуда либо 0sin x  (что невозможно, так как знаменатель в левой части исходного уравнения обращается в 

ноль), либо 03cos2cos4 2  xx . Следовательно, 
4

131
cos


x . Уравнение 

4

131
cos


x  не имеет реше-

ний, так как правая часть больше единицы, а из уравнения 
4

131
cos


x , учитывая ограничение, получаем 

kx 2
4

131
arccos 


 , k . 

б) 0cossin xx  (т.е. угол x  лежит во второй или четвёртой четверти). Тогда получаем 

  xxxx cossin23cos4sin 2  , откуда 03cos2cos4 2  xx . Следовательно, 
4

131
cos


x . Уравнение 

4

131
cos


x  не имеет решений, так как правая часть меньше минус единицы, а из уравнения 

4

113
cos


x , учитывая ограничение, получаем kx 2

4

113
arccos 


 , k . 

 

3. Решите систему уравнений 









.03022

,01022
2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

Ответ:  1;4  . 
Решение. Данная система равносильна следующей: 

   
   

  
   














.302

,102

0302

,0102
2222 yxyxxy

yxxy

yxyxxy

yxyxxy
 

Разделив почленно второе уравнение последней системы на первое, получаем 3 yx , откуда 3 xy . Под-

ставляем это в первое уравнение:    1032232  xxx , 04592 23  xxx . Подбором находим цело-

численный корень этого уравнение – 4x . Выделив множитель  4x , получаем    0124 2  xxx . Зна-

чит, уравнение имеет единственный корень 4x . Тогда 1y , и пара чисел  1;4   является единствен-
ным решением системы. 

 
4. В треугольнике ABC  медианы BD  и CE  пересекаются в точке M . Окружность, построенная на отрезке BM  

как на диаметре, проходит через вершину C  и касается прямой DE . Известно, что 4CM . Найдите высоту 
AH  треугольника ABC , угол CBD  и площадь треугольника ABC . 

Ответ: 12AH , 30CBD , 324ABCS . 

Решение. Обозначим центр окружности через O , точку касания прямой DE  с окружностью через T , а радиус 
окружности через R . Поскольку медианы точкой пересечения делятся в отношении 1:2  считая от вершины, 
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RBMDM 
2

1
, 6

2

3
 CMCE . Заметим, что в прямоугольном треугольнике ODT  катет ROT  , а гипотену-

за ROD 2 . Следовательно, 30TDO . Отрезок DE  – средняя линия треугольника ABC , поэтому BCDE || , 
30 MDEMBC . Из треугольника BMC  находим, что 3430ctg  MCBC . 

Высота AH  исходного треугольника вдвое больше, чем CE  (т.к. CE  – средняя линия треугольника ABH ). Зна-

чит, 12AH . Тогда площадь треугольника равна 324
2

1
 AHBC . 

 
5. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 75. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 2592. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 75, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 25 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 25, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 5 (1 способ). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это можно 
сделать 6666   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 2592266661   способа. 
 

6. Дана система уравнений 














 







 






 



.
4

2

2

15

2
cos4

,120815120815
222

a
y

a
x

yxyx

  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы, и найдите 
площадь полученной фигуры. 

б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно три решения. 
Ответ: а) 60, б) 32,36  aa . 

Решение. Заметим, что равенство cbacba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a , b  и c  

неотрицательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому пер-
вое уравнение равносильно системе неравенств 


























.120815

,0

,0

0815120

,08

,015

yx

y

x

yx

y

x

 

Эта система задаёт на плоскости треугольник с вершинами  0;8E ,  15;0G ,  0;0N , площадь которого равна 60. 

Второе уравнение исходной системы задаёт окружность (или точку при 2a ). Система может иметь ровно три 
решения только в одном случае: когда окружность, задаваемая вторым уравнением, описана около треуголь-
ника EGN . Центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника – это середина гипотенузы, а 
её радиус равен половине гипотенузы, откуда получаем условия 

4
2

cos4 
a

, 
22

2

17

4

2













 a

. 

Второе уравнение задаёт два значения параметра: 36a  и 32a . Подстановкой убеждаемся, что оба они удо-
влетворяют первому уравнению. 

 

7. Высота правильной треугольной призмы 111 CBABCA  равна 12. Сфера   радиуса 
3

35
r  касается всех боко-

вых граней призмы. На отрезках 1AA  и 1BB  выбраны соответственно точки K  и L  такие, что ABKL || , а 

плоскости KBC  и 11CLA  касаются сферы  . Найдите объём призмы и длину отрезка AK . 

Ответ: 3420V , 8AK  или 4AK . 
Решение. Поскольку сфера   радиуса r  касается всех боковых граней призмы, то в основания призмы можно 

вписать окружности того же самого радиуса r . Значит, сторона основания равна 35232 r , площадь осно-
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вания   335352
4

3 2
S , объём призмы равен 342012335 Sh . 

Из того, что призма правильная, а сфера касается всех её граней, следует, что плоскость LAC  также касается 
сферы; при этом точки касания сферы с плоскостями LAC  и 11CLA  лежат на отрезках LQ  и 1LQ , где точки Q  

и 1Q  – середины рёбер AC  и 11CA . 

Рассмотрим плоскость прямоугольника QQBB 11 . Обозначим центр окружности  , получающейся в сечении 

сферы данной плоскостью, через O , а точки касания отрезков 1LQ , LQ  и 1QQ с окружностью – G , P  и J  со-

ответственно. Высота LH  треугольника 1LQQ  равна высоте треугольника, лежащего в основании призмы, то 

есть rLH 3 . 

Запишем площадь 0S  треугольника 1LQQ  двумя способами: prS 0  и rrQQLHS 18123
2

1

2

1
10  , где p  – 

полупериметр треугольника 1LQQ . Следовательно, 18p . Обозначим xQJ  ; тогда xJQGQ  1211 , 

xPQ  ,    6122236
2

1
 xxLPLG . 

Значит, 121 QQ , xQL  6 , xLQ 181 . Тогда формула Герона даёт, что  xxS  126180 , откуда 

  rxx 1812618  ,   2312 rxx  . Подставляя значение радиуса из условия, получаем уравнение 

035122  xx , следовательно, 5x  или 7x . 

Тогда 13QL  или 11QL , а так как 2222 9rQLBQQLBL  , то 4BL  или 8BL . Остаётся заметить, 

что QHBLAK  . 
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1. Решите неравенство     323 1326162 11
xxxx

xxxx


 . 

Ответ:   










 

5

6
;10

3

1
; x . 

Решение. Основание степени положительно при всех x , поэтому данное неравенство равносильно следующему: 

      013616 3232  xxxxxx      0613151 22  xxxx       013651 2  xxxx , 

откуда с помощью метода интервалов находим, что   










 

5

6
;10

3

1
; x . 

 

2. Решите уравнение x
xx

xx
2sin3

2sin4sin

7sin5sin





 

Ответ:  kx 2
8

357
arcsin 


 ,  kx 2

8

573
arcsin 


 , k . 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

  xxxxxx
x

xx
x

xx

xxx
x

xx

xx
cossin3sin43coscossin3

sin

3sincos
2sin3

3cossin

3cos3sincos2
2sin3

3cossin2

6sincos2 2 

. 
Рассмотрим два случая. 

а) 0cossin xx  (т.е. угол x  лежит в первой или третьей четверти). Тогда получаем   xxxx cossin3sin43cos 2  , 

откуда либо 0cos x  (что невозможно, так как знаменатель в левой части исходного уравнения обращается в 

ноль), либо 03sin3sin4 2  xx . Следовательно, 
8

573
sin


x . Уравнение 

8

573
sin


x  не имеет реше-

ний, так как правая часть больше единицы, а из уравнения 
8

573
sin


x , учитывая ограничение, получаем 

 kx 2
8

573
arcsin 


 , k . 

б) 0cossin xx  (т.е. угол x  лежит во второй или четвёртой четверти). Тогда получаем 

  xxxx cossin3sin43cos 2  , откуда 03sin3sin4 2  xx . Следовательно, 
8

573
sin


x . Уравнение 

8

573
sin


x  не имеет решений, так как правая часть меньше минус единицы, а из уравнения 

8

357
sin


x , учитывая ограничение, получаем  kx 2

8

357
arcsin 


 , k . 

 

3. Решите систему уравнений 









.0333

,0133
2233

22

yxxyyx

yxxyyx
 

Ответ:  1;2 . 
Решение. Данная система равносильна следующей: 

   
   

  
   














.33

,13

033

,013
2222 yxyxxy

yxxy

yxyxxy

yxyxxy
 

Разделив почленно второе уравнение последней системы на первое, получаем 3 yx , откуда 3 xy . Под-

ставляем это в первое уравнение:    132332  xxx , 0101592 23  xxx . Подбором находим цело-

численный корень этого уравнения – 2x . Выделив множитель  2x , получаем    05522 2  xxx . Зна-

чит, уравнение имеет единственный корень 2x . Тогда 1y , и пара чисел  1;2  является единственным ре-
шением системы. 

 
4. В треугольнике KLM  медианы LD  и ME  пересекаются в точке G . Окружность, построенная на отрезке LG  

как на диаметре, проходит через вершину M  и касается прямой DE . Известно, что 6GM . Найдите высоту 
KT  треугольника KLM , угол LGM  и площадь треугольника KLM . 

Ответ: 18KT , 60LGM , 354KLMS . 

Решение. Обозначим центр окружности через O , точку касания прямой DE  с окружностью через S , а радиус 
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окружности через R . Поскольку медианы точкой пересечения делятся в отношении 1:2  считая от вершины, 

RLGDG 
2

1
, 9

2

3
 GMME . Заметим, что в прямоугольном треугольнике ODS  катет ROS  , а гипотенуза 

ROD 2 . Следовательно, 30SDO . Отрезок DE  – средняя линия треугольника KLM , поэтому LMDE || , 
30 GDEGLM . Из треугольника GLM  находим, что 3630ctg  MGLM , 60LGM . 

Высота KT  исходного треугольника вдвое больше, чем ME  (т.к. ME  – средняя линия треугольника KLT ). Зна-

чит, 18KT . Тогда площадь треугольника равна 354
2

1
 LMKT . 

 
5. В числе *02*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 9,8,7,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 12. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 1296. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 12, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 4 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 4, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0, 4 или 8 (3 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 6666   способами), а четвёртую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 8), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 129626663   способов. 
 

6. Дана система уравнений 
   













 



.4
2

cos68

,48434843

2
2

2 a
a

yx

yxyx

  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы, и найдите 
площадь полученной фигуры. 

б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно три решения. 
Ответ: а) 96; б) 14,6  aa . 

Решение. Заметим, что равенство cbacba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a , b  и c  

неотрицательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому пер-
вое уравнение равносильно системе неравенств 

























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,03

yx
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x
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y
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Эта система задаёт на плоскости треугольник с вершинами  0;16E ,  12;0G ,  0;0N , площадь которого равна 96. 

Второе уравнение исходной системы задаёт окружность (или точку при 4a ). Система может иметь ровно три 
решения только в одном случае: когда окружность, задаваемая вторым уравнением, описана около треуголь-
ника EGN . Центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника – это середина гипотенузы, а 
её радиус равен половине гипотенузы, откуда получаем условия 

6
2

cos6 
a

,   22 104 a . 

Второе уравнение задаёт два значения параметра: 14a  и 6a . Подстановкой убеждаемся, что оба они удо-
влетворяют первому уравнению. 

 

7. Высота правильной треугольной призмы 111 CBABCA  равна 6. Сфера   радиуса 
3

8
r  касается всех боковых 

граней призмы. На отрезках 1AA  и 1BB  выбраны соответственно точки M  и K  такие, что ABKM || , а плос-

кости ACK  и 11CMB  касаются сферы  . Найдите объём призмы и длину отрезка BK . 

Ответ: 348V , 5BK  или 1BK . 
Решение. Поскольку сфера   радиуса r  касается всех боковых граней призмы, то в основания призмы можно 

вписать окружности того же самого радиуса r . Значит, сторона основания равна 2432 r , площадь осно-
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вания   3824
4

3 2
S , объём призмы равен 348638 Sh . 

Из того, что призма правильная, а сфера касается всех её граней, следует, что плоскость KCA 11  также касается 

сферы; при этом точки касания сферы с плоскостями ACK  и KCA 11  лежат на отрезках KQ  и 1KQ , где точки 

Q  и 1Q  – середины рёбер AC  и 11CA . 

Рассмотрим плоскость прямоугольника QQBB 11 . Обозначим центр окружности  , получающейся в сечении 

сферы данной плоскостью, через O , а точки касания отрезков 1KQ , 1QQ  и KQ  с окружностью – G , J  и P  

соответственно. Высота KH  треугольника 1KQQ  равна высоте треугольника, лежащего в основании призмы, 

то есть rKH 3 . 

Запишем площадь 0S  треугольника 1KQQ  двумя способами: prS 0  и rrQQKHS 963
2

1

2

1
10  , где p  – 

полупериметр треугольника 1KQQ . Следовательно, 9p . Обозначим xQJ  ; тогда xJQGQ  611 , 

xPQ  ,    362218
2

1
 xxKPKG . 

Значит, 61 QQ , xQK  3 , xKQ  91 . Тогда формула Герона даёт, что  xxS  6390 , откуда 

  rxx 9639  ,   236 rxx  . Подставляя значение радиуса из условия, получаем уравнение 

0862  xx , следовательно, 2x  или 4x . 

Тогда 7QK  или 5QK , а так как 2222 9rQKBQQKBK  , то 5BK  или 1BK . 
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1. Решите неравенство     xxxx
xxxx

532352
323

3333


 . 

Ответ:     





2

5
;012; x . 

Решение. Основание степени положительно при всех x , поэтому данное неравенство равносильно следующему: 

      0533523 3232  xxxxxx       053221 2  xxxxx       05212 2  xxxx , 

откуда с помощью метода интервалов находим, что     





2

5
;012; x . 

 

2. Решите уравнение x
xx

xx
2sin4

2sin4sin

7sin5sin





. 

Ответ:  kx 2
2

12
arcsin 


 ,  kx 2

2

21
arcsin 


 , k . 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

  xxxxxxxx
x

xx
x

xx

xx
cossin43cos4coscossin43cos2sin4

3sin

3cos3sin2
2sin4

cos3sin2

6sincos2 2  . 

Рассмотрим два случая. 
а) 0cossin xx  (т.е. угол x  лежит в первой или третьей четверти). Тогда получаем 

  xxxx cossin43cos4cos 2  , откуда либо 0cos x  (что невозможно, так как знаменатель в левой части ис-

ходного уравнения обращается в ноль), либо xx sin43cos4 2  , 01sin4sin4 2  xx . Следовательно, 

2

21
sin


x . Уравнение 

2

21
sin


x  не имеет решений, так как правая часть больше единицы, а из уравне-

ния 
2

21
sin


x , учитывая ограничение, получаем  kx 2

2

21
arcsin 


 , k . 

б) 0cossin xx  (т.е. угол x  лежит во второй или четвёртой четверти). Тогда получаем 

  xxxx cossin43cos4cos 2  , откуда 01sin4sin4 2  xx . Следовательно, 
2

21
sin


x . Уравнение 

2

21
sin


x  не имеет решений, так как правая часть меньше минус единицы, а из уравнения 

2

21
sin


x , учитывая ограничение, получаем  kx 2

2

12
arcsin 


 , k . 

 

3. Решите систему уравнений 









.04833

,02433
2233

22

yxxyyx

yxxyyx
 

Ответ:  1;3 . 
Решение. Данная система равносильна следующей: 

   
   

  
   














.483

,243

0483

,0243
2222 yxyxxy

yxxy

yxyxxy

yxyxxy
 

Разделив почленно второе уравнение последней системы на первое, получаем 2 yx , откуда 2 xy . Под-

ставляем это в первое уравнение:    2422322  xxx , 01553 23  xxx . Подбором находим цело-

численный корень этого уравнение – 3x . Выделив множитель  3x , получаем    053 2  xx . Значит, 

уравнение имеет единственный корень 3x . Тогда 1y , и пара чисел  1;3   является единственным 
решением системы. 

 
4. В треугольнике ABC  медианы BD  и CE  пересекаются в точке K . Окружность, построенная на отрезке CK  

как на диаметре, проходит через вершину B  и касается прямой DE . Известно, что 3DK . Найдите высоту 
AH  треугольника ABC , радиус окружности и площадь треугольника ABC . 

Ответ: 18AH , 6R , 354ABCS . 

Решение. Обозначим центр окружности через O , точку касания прямой DE  с окружностью через T , а радиус 
окружности через R . Поскольку медианы точкой пересечения делятся в отношении 1:2  считая от вершины, 
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RCKEK 
2

1
, 93  DKBD , 62  DKBK . Заметим, что в прямоугольном треугольнике OET  катет 

ROT  , а гипотенуза ROE 2 . Следовательно, 30TEO . Отрезок DE  – средняя линия треугольника ABC , 

поэтому BCDE || , 30 KEDKCB . Из треугольника BKC  находим, что 3630ctg  BKBC , 

12
30sin

2 


BK
CKR . 

Высота AH  исходного треугольника вдвое больше, чем BD  (т.к. BD  – средняя линия треугольника ACH ). Зна-

чит, 18AH . Тогда площадь треугольника равна 354
2

1
 AHBC . 

 
5. В числе *07*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 5 звёздочек на любую из цифр 7,6,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 11-значное число делилось на 75. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 432. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 75, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 25 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 25, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 5 (1 способ). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем три цифры произвольным образом (это можно сде-
лать 666   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. Поскольку 
среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 6), две цифры, дающие остаток 1 от деления на 3 
(4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить двумя спосо-
бами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 43226661   способа. 
 
 

6. Дана система уравнений 














 







 






 



.
4

3

2

5

2
sin6

,6012560125
222

a
y

a
x

yxyx

  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы, и найдите 
площадь полученной фигуры. 

б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно три решения. 
Ответ: а) 30, б) 23,29  aa . 

Решение. Заметим, что равенство cbacba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a , b  и c  

неотрицательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому пер-
вое уравнение равносильно системе неравенств 


























.60125

,0

,0

012560

,012

,05

yx

y

x

yx

y

x

 

Эта система задаёт на плоскости треугольник с вершинами  0;12E ,  5;0G ,  0;0N , площадь которого равна 30. 

Второе уравнение исходной системы задаёт окружность (или точку при 3a ). Система может иметь ровно три 
решения только в одном случае: когда окружность, задаваемая вторым уравнением, описана около треуголь-
ника EGN . Центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника – это середина гипотенузы, а 
её радиус равен половине гипотенузы, откуда получаем условия 

6
2

sin6 
a

, 
22

2

13

4

3













 a

. 

Второе уравнение задаёт два значения параметра: 29a  и 23a . Подстановкой убеждаемся, что оба они удо-
влетворяют первому уравнению. 

 

7. Высота правильной треугольной призмы 111 CBABCA  равна 12. Сфера   радиуса 
2

53
r  касается всех боко-

вых граней призмы. На отрезках 1CC  и 1BB  выбраны соответственно точки T  и F  такие, что BCFT || , а 

плоскости ABT  и 11CFA  касаются сферы  . Найдите объём призмы и длину отрезка CT . 

Ответ: 3405V , 9CT  или 3CT . 
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Решение. Поскольку сфера   радиуса r  касается всех боковых граней призмы, то в основания призмы можно 

вписать окружности того же самого радиуса r . Значит, сторона основания равна 15332 r , площадь осно-

вания  
4

3135
153

4

3 2
S , объём призмы равен 340512

4

3135
Sh . 

Из того, что призма правильная, а сфера касается всех её граней, следует, что плоскость FAC  также касается 
сферы; при этом точки касания сферы с плоскостями FAC  и 11CFA  лежат на отрезках FQ  и 1FQ , где точки 

Q  и 1Q  – середины рёбер AC  и 11CA . 

Рассмотрим плоскость прямоугольника QQBB 11 . Обозначим центр окружности  , получающейся в сечении 

сферы данной плоскостью, через O , а точки касания отрезков 1FQ , 1QQ  и FQ  с окружностью – G , J  и P  

соответственно. Высота FH  треугольника 1FQQ  равна высоте треугольника, лежащего в основании призмы, 

то есть rFH 3 . 

Запишем площадь 0S  треугольника 1FQQ  двумя способами: prS 0  и rrQQFHS 18123
2

1

2

1
10  , где p  – 

полупериметр треугольника 1FQQ . Следовательно, 18p . Обозначим xQJ  ; тогда xJQGQ  1211 , 

xPQ  ,    6122236
2

1
 xxFPFG . 

Значит, 121 QQ , xQF  6 , xFQ 181 . Тогда формула Герона даёт, что  xxS  126180 , откуда 

  rxx 1812618  ,   2312 rxx  . Подставляя значение радиуса из условия, получаем уравнение 

0
4

135
122  xx , следовательно, 

2

9
x  или 

2

15
x . 

Тогда 
2

21
QF  или 

2

27
QF , а так как 2222 9rQFBQQFBF  , то 3BF  или 9BF . Остаётся заме-

тить, что QHBFCT  . 
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1. Решите неравенство     323 2242 11
xxxx

xxxx


 . 

Ответ:   




 



  ;

3

1
0

2

1
;1 x . 

Решение. Основание степени положительно при всех x , поэтому данное неравенство равносильно следующему: 

      024 3232  xxxxxx      0161 22  xxxx       013121 2  xxxx , 

откуда с помощью метода интервалов находим, что   




 



  ;

3

1
0

2

1
;1 x . 

 

2. Решите уравнение x
xx

xx
2sin6

cos5cos

4sin8sin





. 

Ответ: kx 2
4

313
arccos 


 , kx 2

4

133
arccos 


 , kx  , k . 

Решение. На ОДЗ данное уравнение равносильно каждому из следующих: 

  xxxxxxxx
x

xx
x

xx

xx
cossin6sin43sincossin63sin2sin6

3cos

3cos3sin2
2sin6

2cos3cos2

6sin2cos2 2  . 

Рассмотрим два случая. 

а) 0cossin xx  (т.е. угол x  лежит в первой или третьей четверти). Тогда получаем   xxxx cossin61cos4sin 2  , 

откуда либо 0sin x  и  kkx , , либо xx cos61cos4 2  , 01cos6cos4 2  xx . Следовательно, 

4

133
cos


x . Уравнение 

4

133
cos


x  не имеет решений, так как правая часть больше единицы, а из урав-

нения 
4

133
cos


x , учитывая ограничение, получаем kx 2

4

133
arccos 


 , k . 

б) 0cossin xx  (т.е. угол x  лежит во второй или четвёртой четверти). Тогда получаем 

  xxxx cossin61cos4sin 2  , откуда 01cos6cos4 2  xx . Следовательно, 
4

133
cos


x . Уравнение 

4

133
cos


x  не имеет решений, так как правая часть меньше минус единицы, а из уравнения 

4

133
cos


x , учитывая ограничение, получаем kx 2

4

313
arccos 


 , k . 

 

3. Решите систему уравнений 









.01555

,0355
2233

22

yxxyyx

yxxyyx  

Ответ:  1;4 . 
Решение. Данная система равносильна следующей: 

   
   

  
   














.155

,35

0155

,035
2222 yxyxxy

yxxy

yxyxxy

yxyxxy
 

Разделив почленно второе уравнение последней системы на первое, получаем 5 yx , откуда 5 xy . Под-

ставляем это в первое уравнение:    352552  xxx , 02835152 23  xxx . Подбором находим це-

лочисленный корень этого уравнения – 4x . Выделив множитель  4x , получаем    07724 2  xxx . 

Значит, уравнение имеет единственный корень 4x . Тогда 1y , и пара чисел  1;4  является единственным 
решением системы. 

 
4. В треугольнике KLM  медианы LD  и ME  пересекаются в точке T . Окружность, построенная на отрезке MT  

как на диаметре, проходит через вершину L  и касается прямой DE . Известно, что 2DT . Найдите высоту 
KH  треугольника KLM , угол ETD  и площадь треугольника KLM . 

Ответ: 12KH , 60ETD , 324KLMS . 

Решение. Обозначим центр окружности через O , точку касания прямой DE  с окружностью через S , а радиус 
окружности через R . Поскольку медианы точкой пересечения делятся в отношении 1:2  считая от вершины, 

RMTET 
2

1
, 63  DTLD , 42  DTLT . Заметим, что в прямоугольном треугольнике OES  катет ROS  , 
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а гипотенуза ROE 2 . Следовательно, 30SEO . Отрезок DE  – средняя линия треугольника KLM , поэто-

му LMDE || , 30 TEDTML . Из треугольника TLM  находим, что 3430ctg  TLLM . 
60 LTMETD . 

Высота KH  исходного треугольника вдвое больше, чем LD  (т.к. LD  – средняя линия треугольника KMH ). Зна-

чит, 12KH . Тогда площадь треугольника равна 324
2

1
 LMKH . 

 
5. В числе *2*0*6*1*0*2  нужно заменить каждую из 6 звёздочек на любую из цифр 9,7,5,4,2,0  (цифры могут 

повторяться) так, чтобы полученное 12-значное число делилось на 12. Сколькими способами это можно сде-
лать? 

Ответ: 5184. 
Решение. Для того чтобы число делилось на 12, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 4 и на 3. Для 

того, чтобы выполнилась делимость на 4, в качестве последней цифры из имеющихся вариантов можем вы-
брать 0 или 4 (2 способа). 

Чтобы обеспечить делимость на три, поступим так. Выберем четыре цифры произвольным образом (это можно 
сделать 6666   способами), а пятую цифру подберём так, чтобы сумма всех цифр числа делилась на 3. По-
скольку среди указанных цифр есть две цифры, делящиеся на 3 (0 и 9), две цифры, дающие остаток 1 от деле-
ния на 3 (4 и 7) и две цифры, дающие остаток 2 от деления на 3 (2 и 5), то этот выбор можно осуществить дву-
мя способами. 

Применяя правило произведения, получаем, что всего 5184266662   способа. 
 

6. Дана система уравнений 
 













 







 



.
2

1

2
sin43

,24342434
22

2 aa
yx

yxyx

  

а) Изобразите на плоскости  yx;  множество точек, удовлетворяющих первому уравнению системы, и найдите 
площадь полученной фигуры. 

б) Найдите все значения параметра a , при каждом из которых система имеет ровно три решения. 
Ответ: а) 24; б) 9,11  aa . 

Решение. Заметим, что равенство cbacba   выполняется тогда и только тогда, когда числа a , b  и c  

неотрицательны (так как если хотя бы одно из них отрицательно, то левая часть больше правой). Поэтому пер-
вое уравнение равносильно системе неравенств 


























.2434

,0

,0

03424

,03

,04

yx

y

x

yx

y

x

 

Эта система задаёт на плоскости треугольник с вершинами  0;6E ,  8;0G ,  0;0N , площадь которого равна 24. 

Второе уравнение исходной системы задаёт окружность (или точку при 1a ). Система может иметь ровно три 
решения только в одном случае: когда окружность, задаваемая вторым уравнением, описана около треуголь-
ника EGN . Центр окружности, описанной около прямоугольного треугольника – это середина гипотенузы, а 
её радиус равен половине гипотенузы, откуда получаем условия 

4
2

sin4 
a

,  2
2

5
2

1







 a

. 

Второе уравнение задаёт два значения параметра: 11a  и 9a . Подстановкой убеждаемся, что оба они удо-
влетворяют первому уравнению. 

 

7. Высота правильной треугольной призмы 111 CBABCA  равна 5. Сфера   радиуса 
4

33
r  касается всех боко-

вых граней призмы. На отрезках 1CC  и 1BB  выбраны соответственно точки F  и L  такие, что BCFL || , а 

плоскости LAC  и 11BFA  касаются сферы  . Найдите объём призмы и длину отрезка CF . 

Ответ: 
16

3495
V , 2CF  или 3CF . 

Решение. Поскольку сфера   радиуса r  касается всех боковых граней призмы, то в основания призмы можно 
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вписать окружности того же самого радиуса r . Значит, сторона основания равна 
2

113
32 r , площадь осно-

вания 
16

399

2

113

4

3
2











S , объём призмы равен 

16

3495
5

16

399
Sh . 

Из того, что призма правильная, а сфера касается всех её граней, следует, что плоскость 11CLA  также касается 

сферы; при этом точки касания сферы с плоскостями LAC  и 11CLA  лежат на отрезках LQ  и 1LQ , где точки Q  

и 1Q  – середины рёбер AC  и 11CA . 

Рассмотрим плоскость прямоугольника QQBB 11 . Обозначим центр окружности  , получающейся в сечении 

сферы данной плоскостью, через O , а точки касания отрезков 1LQ , 1QQ  и LQ  с окружностью – G , J  и P  

соответственно. Высота LH  треугольника 1LQQ  равна высоте треугольника, лежащего в основании призмы, 

то есть rLH 3 . 

Запишем площадь 0S  треугольника 1LQQ  двумя способами: prS 0  и 
2

15
53

2

1

2

1
10

r
rQQLHS  , где p  – 

полупериметр треугольника 1LQQ . Следовательно, 
2

15
p . Обозначим xQJ  ; тогда xJQGQ  511 , 

xPQ  ,   
2

5
52215

2

1
 xxLPLG . 

Значит, 51 QQ , xQL 
2

5
, xLQ 

2

15
1 . Тогда формула Герона даёт, что  xxS  5

2

5

2

15
0 , откуда 

 
2

15
5

2

5

2

15 r
xx  ,   235 rxx  . Подставляя значение радиуса из условия, получаем уравнение 

0
16

99
52  xx , следовательно, 

4

11
x  или 

4

9
x . 

Тогда 
4

21
QL  или 

4

19
QL , а так как 2222 9rQLBQQLBL  , то 3BL  или 2BL . Остаётся заметить, 

что QHBLCF  . 



“Физтех–2016”, математика, инструкция по проверке, билеты 33–36 

© МФТИ, 2016 

Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимально возможное количество 
баллов), только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и полно-
стью объяснены все имеющиеся логические шаги, при этом полученные ответы приведены к 
упрощённому виду. 

Наличие верного ответа не гарантирует выставление положительного балла за задачу. 
 
1.(6) Не указано, что основание степени положительно ................................................. баллы не снимать, 

– неэквивалентное преобразование неравенства ..................... 0 баллов за все последующие действия, 
– за рассмотрение каждого из случаев (основание степени > 1, основание степени < 1, основание сте-

пени равно 1) .................................................................................................................................. 2 балла, 
при ином способе решения: 

– неравенство сведено к алгебраическому ......................................................................................  2 балла, 
– получено разложение на множители ............................................................................................... 1 балл, 
– при решении методом интервалов потеряна изолированная точка ................................ снять 2 балла. 

2.(6) Уравнение приведено к виду xa
x

xx
2sin

cos

sin3cos
  (билет 33), xa

x

xx
2sin

sin

cos3sin
  (билет 34), 

xax 2sin3cos   (билет 35) , xax 2sin3sin   (билет 36) ........................................................................ 1 балл, 

– в каждом из двух случаев раскрытия модуля получено уравнение относительно xsin  ( xcos ) .............. 
................................................................................................................... 2 балла (по 1 баллу за случай), 

– решено одно из этих уравнений (или оба) ...................................................................................... 1 балл, 
– сделан отбор, возникающий за счёт знака модуля ................................ 2 балла (по 1 баллу за случай), 
– в вариантах 33–35 не отброшена серия kx  , в варианте 36 потеряна серия kx   .... снять 1 балл, 
– неэквивалентное преобразование с модулем (например, xxx cossin22sin  ) .......................................... 

........................................................................................................................ не более 2 баллов за задачу. 
3.(6) Получено линейное соотношение между переменными (в билете 33 – 3 xy , в билете 34 – 

3 yx , в билете 35 – 2 xy , в билете 36 – 5 yx ) ............................................................ 3 балла, 
– решено кубическое уравнение ....................................................................................................... 2 балла, 
– получено решение системы............................................................................................................... 1 балл. 

4.(8) Дан ответ на один из вопросов задачи ......................................................................................... 2 балла, 
– дан ответ на два вопроса задачи ................................................................................................... 5 баллов. 

5.(6) Указаны все возможные варианты для последней цифры числа ................................................. 1 балл, 
– за формулировки признаков делимости на 12 (на 75) ...................................... баллы не добавляются, 
– при решении перебором получен неверный ответ ...................................... не более 1 балла за задачу, 

– ответ записан в виде 86 k  и т.п. ........................................................................... баллы не снимаются. 
6.(8) а) (4) Построено множество .......................................................................................................... 3 балла, 

– найдена его площадь ......................................................................................................................... 1 балл. 
б) (4) указано, что ровно три решения возможны тогда и только тогда, когда второе уравнение задаёт 

окружность, описанную около треугольника, задаваемого первым уравнением  .................. 2 балла, 
– за каждое найденное значение параметра ................................................................................ по 1 баллу. 

7.(8) – Найден объём призмы ................................................................................................................... 1 балл, 
– найден отрезок ............................................................................................................................... 7 баллов. 
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